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5 Gewohnliche Differenzialgleichungen

Das Umschreiben einer Differenzial-
gleichung mit einer neuen gesuchten
Funktion kann die Berechnung der Lo-
sung erleichtern.

— Aufgabe 5.4

Beispiel 5.12
Wir betrachten noch einmal (5.3) aus Newtons Abkiihlungsgesetz:
Y=al-T.) (5.3)
Wir definieren eine neue Funktion z durch z :=y— T;. Da z sich von y nur durch
eine additive Konstante unterscheidet, gilt natiirlich 7/ = y'. Wenn y die Diffe-
renzialgleichung (5.3) erfiillt, dann erfiillt z die Differenzialgleichung
d=yY=al-T)=az
Die Differenzialgleichung 7/ = «z ist aber leicht zu 18sen, die allgemeine Lo-
sung ist z(r) = c e*’. Daraus konnen wir leicht y berechnen:
y(l‘) = Z(l‘) +T; =ce® +1;.
Solche Substitutionen sind natiirlich nur mdglich, wenn man weil3, welche neue
Funktion z giinstig ist. Einfach ist, wenn Ihnen jemand sagt, welches z Sie neh-

men sollten, wie es beispielweise in Ubungsaufgaben der Fall ist. W

Lésen von linearen Differenzialgleichungen erster Ordnung

* Differenzialgleichung auf die Form y'(¢) = a(r) y(t) + f(¢) bringen

* Zugehorige homogene Differenzialgleichung y'(r) = a(r) y(r) 1osen; Losung ist y() = ¢ e*(), wobei
A eine(!) Stammfunktion von a ist.

® Variation der Konstanten: Ansatz y(¢) = c(t) eAl)
® Ansatz iny'(t) = a(r) y(t) 4+ f(¢) einsetzen, nach ¢/(¢) umstellen und nach 7 integrieren liefert c(z).

® Dieses c(t) in den Ansatz eingesetzt liefert die allgemeine Losung von y'(¢) = a(r) y(t) + f(¢). Diese
enthilt noch einen freien Parameter, der an einen Anfangswert angepasst werden kann.

]

Bild 5.5 Horizontales Federpendel
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5.2.5 Lineare Differenzialgleichungen zweiter Ordnung

Anwendung — Mechanik: Lineares Federpendel

Wir suchen nach der Auslenkung x(7) zum Zeitpunkt 7. Hier hal-
ten sich zwei Krifte die Waage: Zum einen F(t) = m - a(t), wo-
bei Fi(t) die nach links wirkende Kraft ist, m die bewegte Mas-
se, a(t) die Beschleunigung. Zum anderen wirkt dem die Riick-
holkraft F>(r) der Feder entgegen, F>(#) muss also negativ ange-
setzt werden, siehe Bild 5.5. Nach dem Hookeschen Gesetz (siehe
Band 1, S. 169) gilt F>(r) = —k - x(t), wobei k die Federkonstan-
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te ist. Die Beschleunigung ist bekanntlich (siehe Band 1, S. 131)
a(t) = X" (t). Wir erhalten also:

Fi(t)=F(t) <= m-xX"(t) = —k-x(1)
Dies ist eine Differenzialgleichung, in der neben der gesuchten
Funktion x auch deren zweite Ableitung x” auftritt.

Anwendung — Elektrotechnik: Schwingkreis

Ein Schwingkreis besteht aus einer Induktivitit L, einer Kapazi-
tit C und einem Widerstand R in Reihe geschaltet, siehe Bild 5.6.
Wir suchen den Strom /(7). Wendet man die Kirchhoffsche Ma-
schenregel an (die Spannungen entlang einer Masche addieren
sich zu Null), so erhilt man:

up +u.+ug =Uy, d.h. L-I'+u.+R-1="U,
Durch Differenzieren erhalten wir:

L-I"+u,+R-I'=U]
Wegen C - ul. = i ist dies dquivalent zu:

L-I"+R-I'+ }-1=Uj
In dieser Differenzialgleichung tritt neben der gesuchten Funk-

tion I und ihrer ersten Ableitung auch ihre zweite Ableitung I
auf.

Definition 5.7
Eine Differenzialgleichung der Form
y' +ay +by=f(t), a,beR (5.4)

heifit lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Wenn f(7) = 0 konstant ist, heifit
die Differenzialgleichung wie im Falle erster Ordnung homo-
gen, sonst inhomogen. Ebenso ist

y'+ay +by=0
die zugehorige homogene Differenzialgleichung. Das aus den
konstanten Koeffizienten gebildete Polynom p mit

p(x) =x*+ax+b
heilit charakteristisches Polynom der Differenzialgleichung.

Bild 5.6 Schwingkreis

Lineare Differenzialgleichung
zweiter Ordnung
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5 Gewohnliche Differenzialgleichungen

Beim Anfangswertproblem sind
Werte am Anfang des Intervalls
vorgegeben, beim Randwertproblem
am Rand des Intervalls.

Ansatz fiir Losung der homogenen
Differenzialgleichung: y(t) = e

Das charakteristische Polynom p zu
y"'+ay +by =0 lautet
P(A) =N +aA+b.

In Beispiel 5.2 haben wir schon eine solche Differenzialgleichung
geldst, ndmlich y” = k, und gesehen, dass die allgemeine Losung
zwei freie Parameter besitzt. Wir brauchen also zwei Zusatzbe-
dingungen, um eine eindeutige Losung zu erhalten. In Anwen-
dungen treten folgende Varianten auf:

* Die Werte von y und y' zu Beginn des betrachteten Intervalls
[a, b] sind vorgegeben. Die Bedingungen lauten also

y(a) =ya, ¥ (@) =,
mit vorgegebenem y, und y/,. Zusammen mit der Differenzial-
gleichung liegt dann ein Anfangswertproblem vor.

® Die Werte von y am Anfang und am Ende des betrachteten
Intervalls [a, b] sind vorgegeben. Die Bedingungen lauten

¥(a) = ya, ¥(b) = yp
mit vorgegebenem y, und y;,. Zusammen mit der Differenzial-
gleichung liegt dann ein Randwertproblem vor.

Wir suchen zunichst die allgemeine Losung der Differenzialglei-
chung (5.4). Hilfreich ist, dass auch hier wieder das Superpositi-
onsprinzip gilt, vgl. Satz 5.1. Wir wenden uns also zunichst der
zugehorigen homogenen Differenzialgleichung zu und anschlie-
Bend der inhomogenen Differenzialgleichung.

Lésung der homogenen Differenzialgleichung zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten
Wir suchen also die allgemeine Losung von

Y'+ay +by=0
Wir setzen die Losung an als y(f) = e’ und versuchen ein \ zu
finden, sodass das so angesetzte y auch wirklich Losung ist. Ob
das tiberhaupt geht, sieht man erst im Nachhinein. Wire die Lo-
sung beispielsweise y(¢) = logt, wiirde man natiirlich nie ein sol-
ches A finden.
Einsetzen von y(t) = e in y” +ay’ + by = 0 ergibt unter Benut-
zung von y' (1) = A eM und y" (1) = A2 eM:

NeMyareMybeM = 0
= (N +al+b)er = 0
= M+ar+b = 0
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da stets e # 0 gilt. Wir atmen nun auf; es gilt also nur eine qua-
dratische Gleichung fiir A zu 16sen. Dies ist gleichbedeutend da-
mit, die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p mit p(x) =
x?> 4 ax+ b zu finden. Natiirlich kann es passieren, dass dieses
Polynom in R gar keine Nullstellen besitzt. In C dagegen gibt es
immer Nullstellen, meist sogar zwei.

1. Wir haken erstmal den einfachen Fall ab, dass das cha-
rakteristische Polynom zwei verschiedene reelle Nullstel-
len i, A, € R besitzt. Dann sind die Funktionen y; und
yy mit y (1) = €M’ bzw. y,(t) = ! jeweils Losungen der
homogenen Differenzialgleichung. Wegen des Superposi-
tionsprinzips lautet in diesem Fall die allgemeine Losung
der homogenen Differenzialgleichung:

yu(t) = ciyi(t) + caya(t) = c1eM’ +cpe!
mit beliebigen Konstanten ¢, ¢; € R.

2. Hat das charakteristische Polynom eine doppelte Nullstelle

(die dann zwangsldufig reell sein muss, denn die Koeffizi-
enten a und b im Polynom sind ja reell), so kommen wir
auch relativ leicht ans Ziel:
Sei A € R diese doppelte Nullstelle des charakteristischen
Polynoms. Natiirlich ist dann wie vorher y; mit y; (f) = e
wieder eine Losung der Differenzialgleichung. Eine zwei-
te, von y; verschiedene, ist y, mit y,(¢) = te*’. Wegen des
Superpositionsprinzips lautet in diesem Fall die allgemeine
Losung der homogenen Differenzialgleichung:

yu(t) = ciyi(t) +caya(t) = creM4cyr e
mit beliebigen Konstanten ¢, ¢; € R.

3. Nibher zu untersuchen bleibt der Fall, dass das charakteris-
tische Polynom zwei verschiedene nicht-reelle Nullstellen
besitzt. Seien A\, A, € C diese beiden Nullstellen. Dann
gilt (siehe Band 1, Satz 4.2) \» = A\;. Sei \j = a+jf3
mit «, § € R, dann ist also Ay = o —j 3. In diesem Fall
sind y1 (1) =e*' cos S und y,(¢) = e’ sin 3¢ Losungen der
Differenzialgleichung. Mit dem Superpositionsprinzip lau-
tet die allgemeine Losung der Differenzialgleichung dann:

yu(t)=ci1y1(t)+cry2(t) =e* (¢ cos Bt +c; sin 5t).

mit beliebigen Konstanten ¢, ¢; € R.

1. Fall:

Hat p zwei Nullstellen A\, \, € R

mit A\; # Ay, so lautet die allgemei-

ne Losung von y’' +ay +by=0:
yu(t) = creM’ crett,

Festigung: Bitte nachrechnen, dass
dieses y, wirklich Losung ist.

2. Fall:
Hat p eine doppelte reelle Nullstelle
A € R, so lautet die allgemeine Lo-
sung von y” +ay +by = 0:

yu(t) = creM +cept e,

3. Fall:
Hat p zwei nicht-reelle Nullstellen
MA€C\Rmita=Re), f=Im),
so lautet die allgemeine Losung von
y'4+ay +by=0:

yu(t) =e*" (cy cos Bt +c; sinSt).

Festigung: Bitte nachrechnen, dass
diese y;, y» wirklich Losungen sind.





