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Vorwort

Der dritte Band meines Lehrbuchs {iber Anwendungsorientierte Mathematik besteht aus zwei
grof3en Teilen, die jeweils drei Kapitel umfassen. Der erste Teil thematisiert die Geometrie. Das
Einleitungskapitel stellt die grundlegenden Rechenmethoden vor, die man gerne unter dem
Namen ,Vektoranalysis“ zusammenfasst. Es ist von zentraler Bedeutung fiir alle, die Mathe-
matik in der Physik und im Ingenieurwesen anwenden wollen. Die beiden folgenden Kapitel
tiber Differentialgeometrie und krummlinige Koordinaten bauen darauf auf. Sie richten sich
vornehmlich an jene Leserinnen und Leser, die sich fiir das Vermessungswesen, fiir die ab-
strakte Mechanik oder Elektrodynamik, oder aber fiir die Grundlagen der Allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie Einsteins interessieren. Der zweite Teil des Buches ist jenen Stoffgebieten ge-
widmet, die man unter dem Sammelbegriff ,Hohere Analysis“ subsumiert. Der Bogen spannt
sich dabei vom Rechnen mit verallgemeinerten Funktionen bis hin zur Wahrscheinlichkeits-
rechnung, die im Zuge der Betrachtung linearer Funktionenrdume im fiinften Kapitel einen
angemessenen Platz findet.

Die Ziele des Lehrbuchs werden in diesem Band konsequent weiter verfolgt: Es soll eine Ein-
fiihrung in die Mathematik geboten werden, welche die historische Entwicklung der zentralen
mathematischen Konzepte betont und Exkurse in sprachliche Herleitungen einzelner Fach-
begriffe sowie groBziigige Abschweifungen in Erzédhlungen des geschichtlichen Umfeldes nicht
scheut. Es soll eine Einfiihrung in die Mathematik geboten werden, bei der nur das erklart wird,
was konstruktiv nachvollziehbar ist. Und es soll eine Einfiihrung in die Mathematik geboten
werden, bei der das Augenmerk vor allem auf Themen gelegt wird, die fiir Anwendungen un-
umginglich sind.

Wie bei den beiden ersten Bénden des Buches ist auch hier die Anordnung des Lehrstoffs zu-
weilen ungewohnt. Es kommt den an Anwendungen der Mathematik Interessierten entgegen,
wenn sie schon einige Verfahren, wie zum Beispiel die Berechnung von Fourierreihen, die Inte-
graltransformationen, deren Brauchbarkeit beim Losen partieller Differentialgleichungen und
anderes mehr kennenlernen, bevor sie — wie es hier im sechsten und abschliefenden Kapi-
tel skizziert wird — mit der dahinter liegenden abstrakten Theorie konfrontiert werden. Neben
vielen anderen ausgezeichneten Klassikern der Lehrbuchliteratur habe ich mich vor allem an
dem brillant verfassten Buch von Harley Flanders , Differential Forms with Applications to the
Physical Sciences“ und an dem beeindruckenden Buch von Robert D. Richtmyer ,Principles of
Advanced Mathematical Physics orientiert. Die wohl besten Zugédnge zu den Themen konnte
ich einst von Edmund Hlawka, von Johann Cigler und, was die Wahrscheinlichkeitstheorie be-
trifft, von Karl Sigmund in deren einzigartigen Vorlesungen an der Universitidt Wien erfahren.
In diesem Buch versuche ich, so gut ich kann, dieses wertvolle Erbe zu vermitteln. Ein wei-
terer Leitstern fiir mich ist, wie bereits im Vorwort des ersten Bandes erwidhnt, die souveridne
Aufbereitung des Stoffes, die Bernard Friedman in seinen ,Lectures on Applications-Oriented
Mathematics“ gelang.

Auch Kenner der Materie werden an der einen oder anderen Stelle Ungewohntes finden: Den
originellen Differentialrechnungsvorlesungen Ciglers verdanke ich eine raffinierte Herleitung
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der sogenannten Transformationsformel mehrdimensionaler Integrale; der Satz von Stokes
umgeht elegant die sonst von Vortragenden gefiirchtete Umsténdlichkeit bei der Beweis-
fiihrung. Dass man vollstdndige Rdume quadratisch integrierbarer Funktionen mit verallge-
meinerten Funktionen konkret und einsichtig beschreiben kann, hat Richtmyer hervorgeho-
ben. Somit zeigt sich, dass die von Riemann entworfene, den Prinzipien des Konstruktivismus
gehorchende Integrationstheorie auch bei der Betrachtung von Hilbertraumen vollstdndig
ausreicht. Und die abstrakte Darstellung von Atlanten differenzierbarer Mannigfaltigkeiten
gelingt wohl dann am besten, wenn man vorher konkrete Kartenentwiirfe des Globus stu-
diert. Die Veranschaulichung durch ansprechende Abbildungen ist hier von hohem Nutzen.
Ich bin meinem Kollegen Hans Havlicek, Grandseigneur der Darstellenden Geometrie an
der Technischen Universitdt Wien, sehr dankbar, dass er mir dafiir einige seiner ausgefeilten
Kartenentwiirfe freigiebigst zur Verfligung gestellt hat.

Auch dieser Band wurde vom Carl Hanser Verlag unter professioneller Betreuung von Christine
Fritzsch und Katrin Wulst mit groBer Sorgfalt herausgegeben. Ihnen sei noch einmal herzlichst
Dank gesagt. Und auch bei diesem Band bitte ich, trotz der gewissenhaften Korrekturarbeit
von Andreas Korner und Carina Poll, die noch immer verbliebenen Druckfehler zu verzeihen.
Im Vorwort seines wunderbaren Buches ,,The Mathematical Foundations of Quantum Mecha-
nics“ schrieb George W. Mackey: ,If the reader thinks a sign should be changed he is probably
right. Perhaps there are more serious errors here and there.” Die gleichen Worte mochte ich
den Leserinnen und Lesern dieses Buches mit auf dem Weg geben.

Mein innigstes,Magnas gratias vobis ago“ mochte ich schliefflich meiner Frau Bianca und mei-
nen Kinder Laura und Alexander aussprechen: fiir ihre Nachsicht, fiir ihre Geduld, fiir ihre Zu-
neigung. Besonders stark und tief empfand ich sie beim Schreiben dieses Buches.

Wien, September 2014 Rudolf Taschner
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B 1.8 Maxwellgleichungen

»War es ein Gott, der diese Zeichen schrieb, die mit geheimnisvoll verborg'nem Trieb die Kréfte
der Natur um mich enthiillen? Und mir das Herz mit stiller Freud erfiillen?“ Mit diesen Wor-
ten, die einen Vers aus Goethes Faust abgewandelt wiedergeben, leitete Ludwig Boltzmann
den 1893 erschienenen zweiten Teil seiner ,Vorlesung tiber Maxwells Theorie der Elektrizi-
tat und des Lichts“ ein. Die , gottvollen“ Zeichen, von denen Boltzmann schwirmt, sind vier
Gleichungen, welche die sechs Variablen g, J, E, H, D, B in Beziehung setzen. Dabei handelt
es sich bei p um ein Skalarfeld, die Ladungsdichte, und bei den restlichen fiinf Variablen um
Vektorfelder: die Stromdichte J, die elektrische Feldstdrke E, die magnetische Feldstdrke H, die
elektrische Flussdichte D und die magnetische Flussdichte B. Sowohl das Skalarfeld p als auch
die Vektorfelder J, E, H, D, B hingen vom Ort X, wo sie gemessen werden, und der Zeit ¢, zu
der sie gemessen werden, ab.

Im Einzelnen lauten diese vier Gleichungen
div D rot E + 0B 0
\% = —_=
€ ot
. 0D
divB=0 rot H—— =]
ot

Die links oben stehende Gleichung trigt den Namen gaufssches Gesetz, die rechts unten ste-
hende Gleichung heil§t zuweilen amperesches Gesetz. Oberhalb von ihm ist das sogenannte
Induktionsgesetz von Michael Faraday angeschrieben und unterhalb des gaullschen Gesetzes
steht jene Gleichung, die das Fehlen magnetischer Monopole behauptet. Die Gruppe dieser
vier Gleichungen erblickte in der von James Clerk Maxwell 1865 verfassten Schrift ,A Dyna-
mical Theory of the Electromagnetic Field“ das Licht der Welt, allerdings noch nicht in dieser
Form. Die hier prédsentierte Darstellung stammt vorrangig von Oliver Heaviside. Dennoch war
es Maxwell, dem es gelang, die bahnbrechenden experimentellen Arbeiten von Michael Fara-
day, dem die Mathematik zeit seines Lebens fremd blieb, zusammen mit den Erkenntnissen,
die zuvor bereits Charles-Augustin de Coulomb, Hans Christian @rsted, Carl Friedrich GauQ,
Jean-Baptiste Biot, Félix Savart, André-Marie Ampére und andere gewonnen hatten, auf die
genannten vier Gleichungen zu konzentrieren. Warum sie Ingenieure wie Heaviside oder ma-
thematische Physiker wie der oben zitierte Boltzmann so ,schén“ empfinden, konnen wir ver-
stehen, wenn wir diese Gleichungen aus dem Blickwinkel der Differentialformen betrachten.

Zur Vorbereitung erortern wir, wie Skalar- und Vektorfelder differenziert werden, die nicht al-
lein von den Ortskoordinaten, sondern zusétzlich von der Zeitvariable ¢ abhéngen:

Wir gehen zuerst von einem Skalarfeld ® = ® (x, Wz, t] aus. Dessen Differential errechnet sich
als
o o o o

d®=—_—dx+—_—dy+—_—dz+

0o
= ®|dL) + —dr.
i 3y 32 6tdt (grad ®|dL) + 6tdt

AuBerdem konnen wir, da ® diesmal von mehr als drei Variablen abhéngt, auch die Differenti-
alform dritter Stufe ®dV = ®dxdydz differenzieren:

0o 0
d(®dV) =d®dV = —dtdV=—-—dVd:.
(®dV) ot ot
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Das Minuszeichen ergibt sich, weil sowohl dV als auch d¢ Differentialformen ungerader Stufen
sind.
Dann gehen wir von einem Vektorfeld v = v (x, y, z, t) aus. Bezeichnen wir seine Komponenten

mit a, b, ¢, also v = ai+ bj + ck, errechnet sich das Differential der mit (v|dL) bezeichneten
Differentialform erster Stufe als

d(vldL) =d(adx + bdy + cdz) = (2—; - %) dydz+ (g—: - Z_;) dzdx+
ob Oa oa ob oc ov
+ (a - @) dxdy+ Edtdx+ Edtdy+ Edtdz = (rot v|dF) — (E'dL) dr.

Das Minuszeichen ergibt sich, weil zum Schluss eine Vertauschung von dx, dy und dz mit
d¢ erfolgt. Ferner errechnet sich das Differential der mit (v|dF) bezeichneten Differentialform
zweiter Stufe als

F) ab F)
d(vIdF) = d (adydz + bdzdx + cdxdy) = a—“dxdydz + == dydadx+ 6—Cdzdxdy+
X y z

da ob oc
+Edtdydz + Edtdzdx+ 3

Somit erhalten wir die folgenden vier Differentiationsregeln:

dtdxdy =divv-dv+ (%IdF) dr.

00 9
4= (grad ®ldL)+ =-dr  d(vldL) = (rot vldP) - (a—l;ldL) dr
d(@dV):—gi;dth d(vldP) = div v-dV+(%|dF)dt

Nun kehren wir zu den Maxwellgleichungen zuriick. Wir definieren zwei Differentialformen
zweiter Stufe, ndmlich

A= (E|dL)d¢+ (B|dF) und w = (D|dF) - (H|dL)d¢
und eine Differentialform dritter Stufe, ndmlich
o =pdV-(J|dF)dt.

Aus dem Induktionsgesetz und dem Fehlen magnetischer Monopole folgern wir:

B
dA =d(E|dL)dt +d (B|dF) = (rot E|dF)d¢ +div B-dV + (g—tdtldF) =

0B 0B
=|-—I|dF|dt+0+|—|dF|dt=0.
[~ )0+ (G
Aus dem gauflschen Gesetz und dem ampereschen Gesetz folgern wir:

D
dw =d(D|dF) -d (H|dL)dt =div D -dV+ (%—tdtldF) — (rot H|dF)dt =

oD 4D
=pdV+|=—|dF|dt- |7+ =—=|dF|dt=0.
ed +(6t|d)dt (]+at|d) t=o
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Die vier Maxwellgleichungen konzentrieren sich folglich auf die beiden folgenden und tatséch-
lich bestechend schonen Gleichungen

di=0, dw =0

Diese beiden Gleichungen sprechen nicht allein wegen ihrer Eleganz an, sie erlauben zugleich
zwei wichtige Folgerungen. Die erste Folgerung betrifft die zweite Gleichung dw = o' Differen-
tiation beider Seiten ergibt wegen ddw =0

F)
0=do = dpdV—d(J|dF)d = —a—‘t’dth—divJ-dVdr .

Hieraus folgt die sogenannte Kontinuitdtsgleichung

0p
— +div/=0
ot v

Sie besagt, dass eine Anderung der Ladungsdichte nur durch das , AbflieRen“ der Stromdichte
erfolgt. Die zweite Folgerung betrifft die erste Gleichung dA = 0, der zufolge — jedenfalls lokal
- eine Differentialform «a erster Stufe mit da = A vorliegen muss. Wir schreiben dieses Integral
von A als

a = (AldL) + ®dt

und nennen das Skalarfeld ® das skalare Potential und das Vektorfeld A das Vektorpotential
des durch die beiden Vektorfelder E und B gekennzeichneten elektromagnetischen Feldes. Mit
dieser Bezeichnung bedeutet da = 1

0A
da =d(A|dL) + d®d¢ = (rot A|dF) + (EdtldL) + (grad ®|dL)dr =

A
= (rot A|dF) + (grad [0S g—tldL) dt=A=(B|dF) + (E|dL)d¢.

Die Rechnung zeigt, dass die beiden Vektorfelder E und B die Konstruktion eines Skalarfeldes
® und eines Vektorfeldes A mit

0A
rot A=B und graddD—E:E

erlauben.

Kehren wir noch einmal zu den urspriinglichen Maxwellgleichungen zuriick, die wir nun in
der Form

0B
divD-dV = pdV (rot E|dF) :_(EldF)
. oD
divB-dvV=0 (rot H|dF) = EldF + (J|dF)
notieren. In dieser Schreibweise betonen wir einerseits, dass es sich um Gleichungen von Dif-

ferentialformen handelt, und wir trennen die linken von den rechten Seiten so, dass links nur
die Vektorfelder E, B, D, H mit deren Ableitungen nach den Ortskoordinaten vorkommen.
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Dies hilft bei der folgenden Rechnung, die ein Schiiler von Maxwell, der Physiker John Henry
Poynting, als Erster durchfiihrte. Poynting definierte den spéter nach ihm benannten Vektor —
genauer: das nach ihm benannte Vektorfeld S gemil3 der Formel

(S|dF) = (E|dL) (H|dL) .

Es ist klar, dass sich S aus dem Vektorprodukt von E mit H ergibt: S = E x H. Konzentriert man
sich allein auf die Ortskoordinaten, ergibt die Differentiation der obigen Formel

div S-dV = (rot E|dF) (H|dL) — (E|dL) (rot H|dF) .

Setzen wir nun auf der rechten Seite die in der rechten Spalte stehenden Maxwellgleichungen
ein, bekommen wir

divS-dv=- (g—ljldF) (H|dL) - (E|dL) (%—?IdF) —(E|dL) (JIdF) =

0B 0D
= —(EIH) dvV-(E|))dV- (EIE)dV.

Die so erhaltene Formel
(aBIH)+(EID+(E|aD)+di S=0
- - vS=
ot ot

wird als Satz von Poynting bezeichnet.

Betrachten wir den Spezialfall, dass die elektrischen Felder D und E sowie die magnetischen
Felder B und H zueinander proportional sind. Es soll also zwei Konstanten, die sogenannte
Dielektrizitdt € und die sogenannte Permeabilitdt p mit der Eigenschaft D = ¢E und B = uH
geben. Dann heil3t die Variable

1 €
w= 2 (e(BIB) + p(HIM) = SIEP + 5 )P

die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes. Dem Satz von Poynting zufolge errechnet
sich deren zeitliche Anderung als

a—u—s(Ela—E)+ (H|‘E)——di S—(El))
ar or) TH\M ) T T ’

Anschaulich deutete Poynting das Ergebnis
OU | divS+(EL) =0
—_— vV =
ot

so: Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes @ndert sich, wenn einerseits die durch
(E|J) symbolisierte ,Arbeitsdichte“ des Feldes am Strom verrichtet wird und wenn andererseits
eine durch die Divergenz des Poyntingvektors S symbolisierte ,Abstrahlung“ der Energiedich-
te vorliegt. Heinrich Hertz bewies, dass sich diese Abstrahlung als Licht offenbart. So gesehen
darf man mit vollem Recht feststellen: Am ersten Tag der Schopfung, an dem das Licht erschaf-
fen wurde, erliel8 Gott die Maxwellgleichungen.
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B 1.9 Kurvenintegrale

Nun kehren wir wieder zur Sprache der Differentialformen zuriick, weil sie einheitlich, prag-
nant und einprdgsam zu formulieren erlaubt. Es ist keine Kunst, alles im Folgenden Erorterte
in die Sprache der Skalar- und Vektorfelder zu tibersetzen.

Wir betrachten auf einer ¢-Achse ein offenes Intervall J. Liegen drei (hinreichend oft stetig
differenzierbare) Funktionen f1: ] — R, fo: J — R, f3: ] — Rvor, ist durch

x=x()=fi(®
y=y®=1f(1
z=2z(t)= f3(1)

eine Kurve, genauer: eine Raumkurve im x-y-z-Raum gegeben. Wir gehen dabei von einer
Jordankurve aus, also einer Kurve, bei der jeder Punkt nur das Bild eines einzigen Parame-
terwertes ist. Bezeichnet [a; b] ein kompaktes Teilintervall von J, fassen wir alle Bildpunkte
X = (x,,2) = X (1) dieser Raumkurve, bei denen ¢ das Intervall [a; b] durchlduft, zu einem
Kurvenstiick T zusammen. Bezeichnet schliefflich w = udx + vdy + wdz eine Differentialform
erster Stufe, ist das Kurvenintegral

fw:fudx+ vdy+ wdz
T r

dadurch definiert, dass man fiir x, y, z die von ¢ abhingigen Variablen x = x(¢), y = y(t), z =
z (1) einsetzt und das Integral

t=b b
f udx +vdy + wdz:f (ux+vy+wz)dr
t

=a a

ermittelt. Eigentlich handelt es sich bei dem rechten Integral um das Integral entlang einer
Zelle, ndmlich um

fw:[ udx+vdy +wdz,
b3 b

in dem X = [a; b] eine eindimensionale Zelle entlang der ¢-Achse beschreibt. Die Formel

fo o

besagt nichts anderes, als dass das Kurvenintegral, unabhdingig von der Parametrisierung der
Kurve, immer gleich grofs ist.

Handelt es sich bei I um eine geschlossene Kurve, also um ein Kurvenstiick, fiir das oT" = ¢ gilt,
schreibt man, um dies zu betonen, fiir das obige Kurvenintegral zuweilen auch

fo.

Am besten versteht man den Begriff des Kurvenintegrals anhand von Beispielen: Wir betrach-
ten das Kurvenintegral

f (3x% +62)dx +20xy*dy — 14yzdz
T
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und wollen es entlang dreier Kurvenstiicke berechnen, die von O = (0,0,0) zu R = (1,1, 1) fiih-
ren: Die erste Kurve ist dabei durch die Parametrisierung x = ¢, y = 3, z = t? gegeben. Das
Kurvenstiick I' erhdlt man, wenn man ¢ das Intervall [0; 1] durchlaufen lédsst. In diesem Beispiel
errechnet sich das Kurvenintegral als

f(3x2+6z)dx+20xy2dy—14yzdz:f(3t2+6t2)dt+20t-t6d(t3)—14t3-rzd[tz):
T r

1 1
:f 9t2dt+60t9dt—28t6dt:f (9¢* +601° —281%)dr=5.
0 0

@y g

()’ R @ Ry R

Bild 1.10 Die drei von O zu R filhrenden Kurvenstiicke in Grund- und Aufriss: links das glatte und
gekrimmte Kurvenstiick, in der Mitte die Kette von drei achsenparallelen Strecken, rechts die Strecke
von O nach R

Das zweite Kurvenstiick ist in Wahrheit eine Kette von Kurvenstiicken: Es ist jene Kette, die aus
der von O zu P = (1,0,0) fithrenden Strecke, danach aus der von P zu Q = (1,0, 1) fithrenden
Strecke und schlieflich aus der von Q zu R fithrenden Strecke besteht. Die erste Strecke wird
von x = ¢, y =0, z=0 mit ¢ aus [0; 1] parametrisiert, die zweite Strecke wird von x =1, y =0,
z =t mit ¢ aus [0; 1] parametrisiert und die dritte Strecke wird von x =1, y = ¢, z = 1 mit ¢ aus
[0; 1] parametrisiert. In diesem Beispiel errechnet sich das Kurvenintegral als

f (3x* +62)dx +20xy*dy — 14yzdz = f (3x* +6z)dx +20xy*dy — 14yzdz+
T [O;P]

+f (3x2+62)dx+20xy2dy—14yzdz+f (3x* +62)dx+20xy*dy—14yzdz =
(PQ]

[Q;RI
1 1 1 2

=f 3t2dt+f 0+f 20°2dr=7+=.
0 0 0 3

Das dritte Kurvenstiick ist die Strecke von O zu R: Hier ist die Kurve zum Beispiel durch die
Parametrisierung x = ¢, y = t, z = t gegeben und die Strecke I" von O zu R erhilt man, wenn ¢
das Intervall [0; 1] durchléuft. In diesem Beispiel errechnet sich das Kurvenintegral als

1

[(3x2+6z)dx+20xy2dy—l4yzdz:f (312 +61)dr+20¢- t2dt— 14t tdt =
r 0

1 1
=f (20t3—11t2+6t)dt=4+§.
0
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Dass die hier iiber die drei verschiedenen Wege von O zu R berechneten Kurvenintegrale von
w = (3x? +62) dx+20xy*dy — 14yzdz unterschiedliche Ergebnisse liefern, wundert nicht, weil
das Differential von w, also die Differentialform

dw =d((3x? +6z)dx+20xy*dy — 14yzdz) =
=6xdxdx +6dzdx +20y?>dxdy + 40xydydy — 14zdydz — 14ydzdz =
= -14zdydz + 6dzdx + 20y*>dxdy

nicht mit Null (ibereinstimmt.

B 1.10 Flachenintegrale

Wir betrachten in der von einer s-Achse und einer ¢-Achse aufgespannten Ebene ein Gebiet
G. Liegen drei (hinreichend oft stetig differenzierbare) Funktionen f1 : G — R, f2: G — R,
f3:G— Ror, ist durch

y=y(5,t)=f2(s,t)

{ x=x(s,0=fi(s1)
z=2z(s,0)=f3(s0)

eine Fldcheim x-y-z-Raum gegeben. Wir gehen dabei von der Voraussetzung aus, jeder Punkt
dieser Fliache sei nur das Bild eines einzigen Paares (s, #) von Parameterwerten. Bezeichnet
Y eine in G liegende zweidimensionale Zelle der s-t-Ebene, fassen wir alle Bildpunkte X =
(x,y,2) = X (s, 1) dieser Fliche, bei denen das Paar (s, t) die Zelle £ durchlduft, zu einem Fld-
chenstiick A zusammen. Bezeichnet schliefflich w = udydz + vdzdx + wdxdy eine Differenti-
alform zweiter Stufe, ist das Fldchenintegral

f w :f udydz + vdzdx + wdxdy
A A

dadurch definiert, dass man fiir x, y, z die von s und von t abhéngigen Variablen x = x (s, ),
y=y(s,1), z=z(s, t) einsetzt und das Integral

f udydz + vdzdx + wdxdy
b

ermittelt.

Weil sich ein Flachenintegral {iber ein zweidimensionales Fldchenstiick erstreckt, schreibt man
zuweilen statt eines Integralzeichens zwei eng aneinander gebundene Integralzeichen. Und
handelt es sich bei A um eine geschlossene Flédche, also um ein Flachenstiick, fiir das 0A = @
gilt, zeichnet man, um dies zu betonen, um die beiden Integralzeichen zusétzlich einen Ring.
Man schreibt folglich zuweilen fiir das obige Flaichenintegral

ffa) und bei 0A = @: #w.
A A

Wir selbst aber halten uns an die Bezeichnung mit einem einzigen Integralsymbol.
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B 3.3 Gnomonische und stereographische
Projektion

Um die Kugel von ihrem Nordpol aus beschreiben zu kdnnen, projizieren wir die Kugelpunkte
auf die Tangentialebene des Nordpols. In dieser Tangentialebene bildet der Nordpol den Ur-
sprung. Durch ihn legen wir parallel zur x-Achse des Anschauungsraumes eine p-Achse und
parallel zur y-Achse des Anschauungsraumes eine g-Achse.

®) )

=
S

Bild 3.7 Schragriss der Kugel mit der p-g-Ebene als Tangentialebene im Nordpol N

Es erweist sich als giinstig, in der so parametrisierten p-q-Ebene Polarkoordinaten r und ¢
einzufithren, indem man

p=rcosg
gq=rsing

setzt. Denn der darin vorkommende Winkel ¢ stimmt mit dem Azimut der Kugel iiberein. Wir
sagen, dass eine Azimutalprojektion vorliegt, wenn fiir jeden Azimut ¢ = ¢y die Punkte des
Meridians, also der 9-Linie ¢ = ¢y umkehrbar eindeutig auf die Punkte der diesen Meridian
beriihrenden Tangente in der p-q-Ebene, also der r-Linie ¢ = ¢, abgebildet werden. Es besteht
mit anderen Worten eine umkehrbare eindeutige Zuordnung r = r (9). Einerseits gilt somit

0 0900 dboa
or Oraﬁ dr 09’

andererseits errechnet sich

09 _opo éq 0 0 0
or “orop Tarag COSP g, TSN 5
i ap 0 Gq 9 ——rsimp-i+rcostp-—
Op Op 0p 6<p6q op 0

Dieses Gleichungssystem 16sen wir nach /0p und 6/0¢q auf und erhalten

0 0 sing 0 dd 0 sing 0
— =C0S¢p: —————=CO0S¢P——c———— —,
op or r o0 dr 09 r Op
0 0 0 do o 0
O sing- 2 cosp 0 o 309 cosgp 0
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Damit konnen wir in der p-g-Ebene die Fundamentalgrofen berechnen:

(ili)—Rz(@)chSZ +—stmzﬁsin2
ap op)  \dr ¢ r2 ¢

( 0 | ) ) Rz(dﬁ)z . R2sin?9 i R? ((df))z sinzf))sinz
~— == — ] cos@-Sinp — ————cos@-sinp=—||—| — ,
ap'aq dr) 8P SIeT T eoome=5"\ar r2 ¢

( 0 | 0 ) Rz(dﬁ)z 2 +stin21.‘)cosz
—_— = _— S - a .
3q ' oq dr LA ¢

Eine sehr naheliegende Azimutalprojektion liegt vor, wenn man den vom Mittelpunkt der Ku-
gel zum Kugelpunkt fithrenden Strahl mit der Tangentialebene schneidet. Dieser Strahl sticht
wie ein Obelisk senkrecht aus der Erdoberflidche hervor. Seit der Antike verwendete man solche
senkrechten Stdbe als Schattenanzeiger fiir Sonnenuhren. Die Griechen nannten den Schat-
tenanzeiger ein Gnomon. Das Wort gnomon bezeichnet jemanden, der weil3 oder priift; gnosis
ist die ,,Erkenntnis“. Demzufolge wird diese Abbildung der Kugel auf die p-g-Ebene die gno-
monische Projektion genannt.

Bild 3.8 Die gnomonische Projektion

Bei ihr ist wegen r : R =tan, also wegen r = Rtan9

dr _ R (@)2_00841‘)
d9  cos?9’ dr)  R2
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Wegen r? = R? tan? 9 und (R?sin? 9) /r? = cos? 9 lauten bei ihr die FundamentalgréRen

0 0
(ﬁlg):cos419'cosz<p+cos21‘)-sin2(p,
( 0 | a )_ cos41‘)—cos21.‘)sin2

dp 0q) 2 ¢
(ili):cos4f)~sin2(p+coszq9-cosz(p

0q 0q ’

Wie man sieht, ist es hier erlaubt, 9 = 0 zu setzen. Der Nordpol der Kugel ist keineswegs sin-
guldr, ganz im Gegenteil: Bei ihm vereinfacht sich die metrische Fundamentalmatrix zur Ein-
heitsmatrix. Sobald man aber vom Nordpol abriickt, treten die wildesten Verzerrungen zutage.
BloR die Nordhalbkugel wird von der gnomonischen Projektion erfasst, wobei die ganze p-g-
Ebene als Karte dient. Die Punkte des durch 9 = /2 gegebenen Aquators divergieren auf der
Karte ins Unendliche, wobei es je nach Azimut ¢ verschiedene Richtungen des Unendlichen
gibt, die wir bei ¢ = 0 mit oo, bei ¢ = 7 mit —oo, allgemein beim Azimut ¢ mit e/¥co abkiirzen.

Obwohl sie alles andere als winkeltreu ist, bewidhrt sich die gnomonische Projektion fiir die
Seefahrt aus dem folgenden Grund: Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte auf der Nordhalb-
kugel gewinnt man dadurch, dass man die Ebene, welche die beiden Punkte und den Kugel-
mittelpunkt tragt, mit der Kugel schneidet. Die Schnittkurve ist jener GroRkreisbogen, Ortho-
drome genannt, der auf kiirzestem Weg die beiden Punkte verbindet. Bei der gnomonischen
Projektion schneidet auf der Tangentialebene die gleiche Ebene die Orthodrome als geradli-
nige Verbindung der beiden Punkte heraus. So erkennt man zum Beispiel sehr gut, welchen
ziemlich weit nach Norden gerichteten Weg ein Schiff von Southhampton nach New York ein-
schlagen muss, um dabei moglichst wenige Seemeilen fahren zu miissen.

Bei der sogenannten stereographischen Projektion schneidet man nicht den vom Mittelpunkt,
sondern den vom Siidpol der Kugel zum Kugelpunkt fithrenden Strahl mit der Tangentialebe-
ne. Das griechische stereos bedeutet eigentlich ,hart“ oder ,fest, hat also mit der Konstrukti-
on von der Wortbedeutung her kaum etwas gemein. Trotzdem ist diese Projektion bereits den
beiden griechischen Astronomen Hipparch und Ptolemé&us bekannt. Moglicherweise entdeck-
ten sie schon Gelehrte des alten Agypten. Jedenfalls ist bei ihr wegen r : (2R) = tan (9/2), also
wegen r = 2Rtan (9/2)

49

dr —R(1+tan219) (df))z_ 1 sy
do 2)’ dr) ~ 9\ Rz
R2(1+tan2§)

Wir kommen auf den im vorigen Abschnitt genannten Trick zuriick und verwenden die Bezie-
hungen

)
4tan? —
2
2
0 0 9
2tan > sin2 9 (1 +tan? E) 1 cos? >
Sin19 = , > = = 3 = RZ
1+ tan? > r 4R? tan? — R2 (1 + tan? _)
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Bild 3.9 Die stereographische Projektion

Darum lauten bei der stereographischen Projektion die FundamentalgréBen

0 0\ 49 0 0 0 90\ 490
(G =o's [Giag)=0 (atag) =o'
Auch hier ist es erlaubt 9 = 0 zu setzen, den Nordpol somit als reguldren Kugelpunkt zu be-
trachten. Wie bei der gnomonischen Projektion vereinfacht sich bei ihm die metrische Funda-
mentalmatrix zur Einheitsmatrix. Im Ubrigen zeigt sich, dass die stereographische Projektion
tiberall winkeltreu ist und bis auf den Stidpol die gesamte Kugel erfasst, wobei die ganze p-g-
Ebene als Karte dient. Der Siidpol selbst wird in der Karte als unendlich ferner Punkt wahrge-
nommen. Aus Sicht der stereographischen Projektion gibt es also nicht wie bei der gnomoni-
schen Projektion unendlich viele unendlich ferne Punkte e/®co, sondern nur einen, den man
als Bruch 1/0 symbolisiert.

In der Antike und im 16. und 17. Jahrhundert, als man vom Nordpol noch gar nichts kannte,
hatte man die Tangentialebene bei der stereographischen Projektion nicht an den Nordpol,
sondern an einen Punkt des Aquators, zum Beispiel am Schnittpunkt des Aquators mit dem
Greenwichmeridian, geheftet. Auerdem begniigte man sich, nur eine Halbkugel abzubilden,
zum Beispiel die Hemisphére mit den durch ¢ = +7/2 gegebenen Meridianen als Grenzen. Da-
durch erhielten die berithmten Kartographen Jean Roze, Rumold Mercator, der Sohn des Ge-
rard Mercator, oder Frangois d’Aiguillon ihre beeindruckenden winkeltreuen Kartenentwiirfe,
die man in den frithen Atlanten bewundern kann.

Kehren wir noch einmal zur stereographischen Projektion mit dem Nordpol als Aufpunkt der
Tangentialebene zuriick. Wir tiberlegen uns, wie sich in ihr die durch

@ =@o— (1/a)Inarctan (9/2)
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tetl

Bild 3.10 Die stereographische Projektion der dstlichen Hemisphare
gegebene Loxodrome darstellt. Beachten wir, dass tan (9/2) = r/ (2R) ist, schlieBen wir aus der
Gleichung a (¢ — @o) +In(r/ 2R)) =In (re”(‘l’*"’o) / (ZR)) = 0 auf die Formel

r = 2Re®(¥0=¢)

fiir die Loxodrome. Sie zeigt sich in der p-g-Ebene als sogenannte logarithmische Spirale, die
sich um den Nordpol windet.

Bild 3.11 Die stereographische Projektion bildet eine Loxodrome als logarithmische Spirale ab

Aus der Winkeltreue der stereographischen Projektion schloss Jakob Bernoulli, dass die loga-
rithmische Spirale die vom Nordpol ausgehenden Strahlen stets unter dem gleichen Winkel
schneidet. Er war von der von ihm entdeckten geometrischen Eigenschaft dieser schénen Kur-
ve so fasziniert, dass er sie auf seinem Grabstein graviert wissen wollte, versehen mit den Wor-
ten ,eadem mutata resurgo”, ,Verwandelt kehre ich als Gleiche wieder” — gemeint ist wohl
neben der Kurve auch die Seele des Jakob Bernoulli. Leider hatte der Steinmetz aber statt ihrer
eine archimedische Spirale gemeil3elt.
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B 3.4 Karten einer Mannigfaltigkeit

Die Idee Bernhard Riemanns, die er in seinem Vortrag vor Gauls zum Ausdruck brachte, be-
stand darin, die hier erorterten Gedanken zu verallgemeinern. Riemann geht von einem Ge-
biet L im n-dimensionalen ¢;-g;-...-q,-Raum aus und nennt die im Gebiet liegenden Objek-
te (41,92, .., qn) Punkte einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit. Das Gebiet selbst heift eine
Karte dieser Mannigfaltigkeit. Zusédtzlich betrachtet er in jedem der Punkte einen Vektorraum
V=7 (q1,42--.,qn), der die Differentialoperatoren

0 0 0
o’ g’ T aq,
als Basisvektoren besitzt. Vektoren u, v, genau genommen: Vektorfelder u, v, sind als lineare
Differentialoperatoren

u—a6+aa++a6 v—ba+b6++b
“Moq Mg T Moqn” T Tloq Coqe T "oan
gegeben. Thre Komponenten a,, und b, sind als Skalare im Allgemeinen vom jeweiligen Auf-
punkt (g1, qo,..., qn) der Vektoren u, v abhingige Variablen. Es ist klar, wie man ihre Summe
u+ v und bei einem Skalar ¢ = ¢(q1, g2,..., g») das Produkt cu festlegt:

0 0 0
u+tv=(@a +b)—+@+b)—+...+(ap+by) —,
oq 0q2 oqn

0 0
cu=caj—+cap—+...+ca .
o 04> "04n

Die Pointe in dem von Riemann eingefiihrten Begriff der Mannigfaltigkeit besteht darin, dass
diese im Allgemeinen nicht nur eine Karte, sondern eine Mehrzahl von Karten, einen ganzen
Atlas besitzt. Es kann sein, dass die Punkte (1, ¢2,..., gn) eines Teilgebietes M von L zugleich
Punkte (¢1,¢2,...,9,) eines Teilgebietes einer anderen Karte A der gleichen Mannigfaltigkeit
sind.

Wir haben diese Betrachtungsweise im vorigen Abschnitt kennengelernt: Die Kugel ist eine
zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Mit der gnomonischen Projektion werden die Punkte der
nordlichen Halbkugel, der Nordpol mit eingeschlossen erfasst. Mit zwei quadratischen Platt-
karten P, und Pg bei voneinander verschiedenen Winkeln a, § werden alle Kugelpunkte, ab-
gesehen vom Nordpol und vom Siidpol erfasst. Schlieflich kann man die gnomonische Pro-
jektion analog zu der im vorigen Abschnitt betrachteten auch mit der Tangentialebene am
Stidpol als Karte definieren und somit die Punkte der siidlichen Halbkugel, den Siidpol mit
eingeschlossen, erfassen. Die Kugel ist somit von einem aus vier Karten bestehenden Atlas be-
schrieben.

Es wiirde sogar ein Atlas bestehend aus den beiden folgenden Karten geniigen: Zum einen die
im vorigen Abschnitt beschriebene stereographische Projektion in die p-g-Ebene, bei der im
Ursprung der Ebene der Nordpol liegt und der Siidpol als einziger Kugelpunkt, mit 1/0 be-
zeichnet, im Unendlichen liegt. Wir erinnern uns: Setzt man p? + g% = r? und bezeichnen wie
tiblich R den Radius der Kugel, 9 ihren Polwinkel sowie ¢ ihren Azimut, gelten die Beziehungen
p = rcosg, q = rsing, zusammengefasst zu p +jq = rel’, sowie

9
r=2Rtan —.
2
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Bild 3.12 Ein Atlas der Kugel, bestehend aus der gnomonischen Projektion, zwei quadratischen Platt-
karten und weiteren Karten

Und zum anderen die analoge stereographische Projektion in die A-u-Ebene, bei der Nord-
und Siidpol die Rollen vertauschen. Bei ihr setzen wir A2 + u? = g?. Wir schreiben A = pcos¢,
1 =—psing, zusammengefasst zu A +ju = Qe’j"’. Warum wir bei ¢ = —psin¢ ein Minuszeichen

auftauchen lassen, werden wir am Ende des Abschnitts verstehen. Jedenfalls gilt

n—19 2R 4R?
B 0 r
tan —

o =2Rtan

z-2)
=2Rtan|— — —
2 2

Hier liegt der Stidpol im Ursprung der Ebene und der Nordpol ist als einziger Kugelpunkt, mit
1/0 bezeichnet, seinerseits im Unendlichen. Die vom Nord- und Siidpol verschiedenen Kugel-
punkte werden sowohl als (p, g) als auch als (A, u) erfasst. Aus

4R® AR*  4R’p

ﬂ, iu= _j(p:—__ = —
Tk=ee re?  p+iq PP+ )

4R%*q
p*+q°
ersehen wir den Zusammenhang der Koordinaten A, ¢ und der Koordinaten p, g des gleichen
Kugelpunktes:

_ 4R’p _ —4R*q
T 2r gt '“_pz_,,qz'
und genauso gilt:
4R%A —4R%*u

P=2rz Tz



Integraltransformationen

B 4.1 Testfunktionen

»Eine Funktion ist ein Rechenverfahren.“ So wurde im ersten Band der Begriff , Funktion“ de-
finiert. Ob diese Definition damit tibereinstimmt, was sich Leibniz, der Erfinder dieses Be-
griffs, unter einer ,Funktion® vorstellte, darf bezweifelt werden. Denn diese Definition geht
allein vom sogenannten algorithmischen Gesichtspunkt aus. (Das Wort Algorithmus stammt
vom Namen des im 9. Jahrhundert wirkenden Gelehrten Muhammed al-Chwarizmi, dessen
mit Rechenaufgaben vollgestopftes Lehrbuch in der mittelalterlichen lateinischen Uberset-
zung mit den Worten , dixit Algorismi“, ,Algorismi hat gesagt“ beginnt.) Ein Algorithmus ist
ein Rechenverfahren, wie es sich der blutigste Laie vorstellt. Der einer Funktion zugrundelie-
gende Algorithmus startet bei Eingabe des Argumentwertes. Er fiihrt nach starr vorgegebenen
Regeln klar festgelegte Umformungen durch. Er hilt mit der Ausgabe eines Funktionswertes
an — ausgenommen er landet bei einem Widerspruch und druckt ,error” aus, oder er gerit in
eine ,Schleife”, bewerkstelligt also endlos Umformungen, ohne ein Ziel zu erreichen. In diesen
Ausnahmefillen wird der eingegebene Argumentwert als fiir die Funktion ,,ungiiltig“ verwor-
fen. Er gehort nicht dem Argumentbereich der Funktion an.

Leibniz bevorzugte jedoch - so diirfen wir vermuten — nicht den algorithmischen, sondern den
beschreibenden Gesichtspunkt. Er stellte sich nicht die Frage ,Was ist eine Funktion?“, sondern
die Frage ,Wie sieht eine Funktion aus?“ Leibniz hatte das Bild der Funktionskurve y = f (x)
vor seinen Augen. Er war — getreu seinem Wort ,natura non facit saltus®, ,die Natur macht
keine Spriinge“ — davon iiberzeugt: Eine Funktion f verformt die x-Achse in der x-y-Ebene zu
einer Kurve. Auf welche Weise bei einem vorliegenden Argumentwert x = a der Funktionswert
y = b = f(a) zustandekommt, interessiert Leibniz erst in zweiter Linie. Die Funktionskurve
¥ = f (x) wird einfach als vorhanden vorausgesetzt.

Nimmt man den algorithmischen Standpunkt ein, stellt sich die Frage: Wie berechnet man bei
einem gegebenen Argumentwert x = a den Funktionswert y = b = f (a)? Nimmt man hingegen
den beschreibenden Standpunkt ein, stellt sich die Frage: Wie misst man bei einem gegebenen
Argumentwert x = a den Funktionswert y = b = f (a)? Hierauf gab erst die Mathematik des
20. Jahrhunderts, drei Jahrhunderte nach Leibniz, eine befriedigende Antwort. Allerdings sind
einige Vorbereitungen zu treffen, bevor wir diese Antwort verstehen kénnen.

Wir gehen vorerst von der Voraussetzung aus, dass die Funktion f tiber einem offenen Intervall
definiert und stetig ist, und dass a diesem offenen Intervall angehért. Der einfacheren Bezeich-
nung zuliebe wollen wir zunéchst a = 0 annehmen. Um den Funktionswert b = f (0) messen zu
konnen, betrachten wir fiir jede Zahl n die Funktion ¢, mit
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2 2.2 1 1 .
cpe” A7) 1 wenn — — < x < — gilt
n

PYn(x)=
0, wenn |x| = — gilt.
n

Die positive Konstante c;, ist hierbei so festgelegt, dass

i — /‘I/n e—nzl(l—nzxz) dx = zf”ne—nzl(l—nzxz)dx
Cn -1/n 0

zutrifft. Wir hatten in Abschnitt 1.8 des zweiten Bandes die Funktionen ¢, bereits kennenge-
lernt. Sie besitzen die folgenden Eigenschaften: Erstens ist jedes ¢, liber R definiert und belie-
big oft stetig differenzierbar. Zweitens nimmt fiir alle x au8erhalb des kompakten Intervalles
[-1/n;1/n] die Funktion ¢, den Wert Null an, und sie nimmt innerhalb des offenen Intervalles
]—1/n;1/n[ nur positive Werte an. Drittens gilt aufgrund der Festlegung der Konstanten c;,

f @n(x)dx=1.

Man kann die bombastisch wirkenden Integrationsgrenzen —oo und oo ohne Weiteres durch
—1 und 1 oder durch —1/n und 1/n ersetzen. Wir werden es aber im Verlauf dieses Kapitels
vorrangig mit Integralen {iber ganz R zu tun haben und wollen uns daher an die Grenzen —oco
und oo zu gewdhnen beginnen. Mithilfe einer geeigneten Funktion unter den ¢4, ¢2, ..., ¢,
... erreichen wir das Ziel: b = f (0) ,messen“ zu kénnen:

) W)

y=f(x) y=f(x)
/  y=b
/
Y= 0,(x) Y= 0y(x)
/s e
x=0 ) x=0 )

Bild 4.1 Messung des Funktionswertes b = f(0) links mithilfe der Testfunktion ¢, und rechts mithilfe
der Testfunktion ¢g

Die positive GroRe ¢ sei beliebig klein genannt. Wir nehmen an, die Rechengenauigkeit sei so
vereinbart, dass zwei reelle GroRRen bereits dann als gleich gelten, falls sie sich hochstens um
€ unterscheiden. Da f als stetig vorausgesetzt wurde, kann man ein positives ¢ so bestimmen,
dass einerseits ]—8;0[ im Argumentbereich von f enthalten ist und andererseits fiir alle x aus
1-6;0]

|f)-fO|=|fx)-b|<e



162 4 Integraltransformationen

zutrifft. Wahlt man die Zahl n so groB3, dass n = 1/6 stimmt, folgt hieraus

=‘f (pn(x)dx—f f@@n(x)dx

'b—f f ) pn(x)dx

1/n 0o
S[ |b—f(x)|(pn(x)dxssf pn(x)dx=¢.
—1/n —00

1/n
L (b—f (X)) @n(x)dx

In

Darum ermittelt das Integral

f fX)pn(x)dx

im Rahmen der vereinbarten Rechengenauigkeit den Funktionswert b. Daher gilt:
. o0
’}glgof_wf(X)wn(x)dx=f(0) :

Dem hier abstrakt vorgestellten Messprozess liegt ein anschauliches Bild zugrunde: Blickt man
auf die Funktionskurven der Funktionen ¢, ¢», ..., ¢, ..., sieht man, wie sie sich mit wach-
sendem n immer ,nadelartiger” an der Stelle 0 zusammenziehen und zugleich an dieser Stel-
le so an Hohe gewinnen, dass die von ihnen oberhalb der x-Achse eingeschlossene Fldache
den Inhalt 1 beibehdlt. Bei der Bildung von f (x) ¢, (x) spielen nur die ganz nahe bei Null
gelegenen Argumentwerte eine Rolle. Wegen der Stetigkeit von f macht es fiir groBe n im
Rahmen der vereinbarten Rechengenauigkeit keinen Unterschied, ob man f (x) ¢, (x) oder
f(0) @, (x) = by, (x) betrachtet. Die Funktion ¢, dhnelt einem Abtastgerit: Es testet, wie sich
die zu messende Funktion f an der Stelle a = 0 verhilt. Das ist der Grund, warum um 1935
der russische Mathematiker Sergei Lwowitsch Sobolew und ein paar Jahre spéter der franzo-
sische Mathematiker Laurent Schwartz, die bahnbrechenden Erfinder der in diesem Kapitel
erlduterten Theorie, die Funktion ¢, eine Testfunktion nannten.

Wir fassen den Begriff der Testfunktion sehr weit. Eine Testfunktion 9 liegt bereits dann vor,
wenn 9 liber R definiert ist, wenn 9 beliebig oft stetig differenzierbar ist und wenn 9 einen
»kompakten Tréger“ besitzt. Mit dieser letzten Bedingung meinen wir, dass es ein kompaktes
Intervall gibt, auflerhalb dessen die Testfunktion 9 nur den Wert Null annimmt. Jedes kompak-
te Intervall, das diese Eigenschaft besitzt, heit ein Trdger der Funktion 9.

Bei einem beliebigen reellen a sind zum Beispiel die durch vy, (x) = ¢, (a—x) gegebenen
Funktionen vy, Testfunktionen. Wenn die stetige Funktion f in einem offenen Intervall um
a definiert ist, gilt offenkundig

lim[ f@y,(x)dx= limf fX)@pla—x)dx =
n—oo J_oo n—oo J_oo

o0

=lim | fla-y)ea(y)dy=Ff(@.

n—oo J_oo

Dies zeigt, wie man mit Testfunktionen die Funktionswerte stetiger Funktionen ,messen*
kann.

Mit je zwei Testfunktionen ¢ und 9 ist auch deren Summe ¢ + 9, definiert durch (¢ +9) (x) =
@ (x)+9 (x), eine Testfunktion. Und mit jeder Testfunktion 9 und jeder Konstante c ist auch das
Produkt c¢9, definiert durch (c?9) (x) = ¢9 (x), eine Testfunktion. Die Gesamtheit aller Testfunk-
tionen bildet daher einen linearen Raum. Auch das Produkt zweier Testfunktionen bleibt eine
Testfunktion, doch das spielt erst spéter eine Rolle.
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SchlieBlich erklaren Sobolew und Schwartz, unter welchen Bedingungen in ihrer Theorie ei-
ne Folge von Testfunktionen 9,, 9y, ..., 95, ... konvergent heilt und eine Testfunktion 9 als
Grenzwert besitzt. Zunéchst verlangen sie, dass die Konvergenz nur dann vorliegt, wenn es ein
kompaktes Intervall gibt, das allen Funktionen 9, 95, ..., 9,, ... der Folge als Triger dient.
Theoretisch kénnten sie die Konvergenz dann vorliegen lassen, wenn die Testfunktionen 9,
D2, ..., 9p, ... gleichmilig gegen die Funktion 9 konvergieren. Doch das ist ihnen aus Griin-
den, die wir bald verstehen werden, zu wenig. Sobolew und Schwartz verlangen mehr: Die
Konvergenz im Sinne ihrer Theorie liegt erst dann vor, wenn nicht nur die Testfunktionen J;,
92, ..., 9p, ... in dem kompakten Intervall gleichmé&Rig gegen die Funktion 9 konvergieren,
sondern auch deren Ableitungen 9}, 95, ..., 9},, ... in diesem Intervall gleichméRBig gegen die
Ableitung 9" der Funktion 9 konvergieren, dariiber hinaus deren Ableitungen 97, 9, ..., 9},
... in diesem Intervall gleichmiRig gegen die zweite Ableitung 9" von 9 konvergieren, und dies
so weiter fiir alle hoheren Ableitungen. Weil sie unendlich viele Voraussetzungen fiir das Vor-
liegen der Konvergenz verlangen, sprechen sie bildhaft von der starken Konvergenz der Folge
1, 92, ..., Op, ... von Testfunktionen gegen die Testfunktion 9. Sobolew und Schwartz sor-
gen mit ihren vielen Forderungen an die Folge 9;, 9, ..., 9, ... dafiir, dass nur unter sehr
einschneidenden Bedingungen die Folge 9y, 9y, ..., 9,, ... stark konvergent heilst und eine
Testfunktion 9 als starken Grenzwert besitzt. Die Folge der Funktionen ¢1, ¢, ..., ¢y, ... er-
fiilllt zum Beispiel ganz und gar nicht die genannten Voraussetzungen der starken Konvergenz.
Diese Funktionen haben zwar [-1; 1] als gemeinsamen kompakten Tréger, konvergieren in ihm
aber nicht gleichmélig, ja an der Stelle 0 nicht einmal punktweise. Von einer gleichméfigen
Konvergenz der Folge ihrer Ableitungsfunktionen ist natiirlich auch nicht die Rede.

Fassen wir zusammen:

Testfunktionen sind Funktionen, die einen kompakten Trager besitzen und beliebig oft ste-
tig differenzierbar sind. Die starke Konvergenz liegt dann vor, wenn sie {iber einem kom-
pakten Intervall erfolgt, das als Trager aller Funktionen dient, und wenn die gleichmaQige
Konvergenz nicht allein von der Funktionenfolge selbst, sondern auch von der Folge der
ersten, der Folge der zweiten, und der Folge aller weiteren hoheren Ableitungen der Funk-
tionen gegeben ist.

Sobolew und Schwartz schufen sich damit ein Instrumentarium von ,besonders zahmen*
Funktionen, die sie unter ein ,besonders strenges“ Regiment stellen. Ihr Ziel war, damit ,be-
sonders wilde“ Funktionen béandigen zu kénnen. Darunter sogar Funktionen, die dem algo-
rithmischen Gesichtspunkt entgleiten. Wie ihnen dies gelingt, lehrt der ndchste Abschnitt.

B 4.2 Verallgemeinerte Funktionen

Angelpunkt der Theorie von Sobolew und Schwartz ist, dass jeder stetigen Funktion f und
jeder Testfunktion 9 durch die Zuordnung

<f|19>:f_:f(x)ﬂ(X)dx
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ein Skalar zugewiesen wird. Weil 9 einen kompakten Trager besitzt, handelt es sich hierbei in
Wahrheit um ein Integral mit einem kompakten Intervall als Integrationsbereich. Uberdies ist
das Produkt der beiden Funktionen f und 9 stetig und daher tiber dem kompakten Intervall
integrierbar. Frappant erinnert diese Zuordnung an ein inneres oder skalares Produkt. In der
Tat gelten die Rechengesetze der Linearitdt. Es gilt ndmlich fiir beliebige stetige Funktionen f,
f1, fo, fur beliebige Testfunktionen 9, 9, 9, und fiir beliebige Konstanten c;, ¢, sowohl das
Gesetz

(afi+cafold)=ci(fil0)+c2(f2l0),

wie auch das Gesetz

(flerO1+ c292) = c1 (f191) + 2 (f192) .

Allerdings schreiben wir diese Zuordnung nicht wie bei einem inneren Produkt mit runden
Klammern, sondern mit spitzen Klammern. Denn die beiden in ihm auftretenden Faktoren
f und 9 sind nicht dem gleichen linearen Raum entnommen, sondern zwei verschiedenen
linearen Raumen: der erste Faktor f dem Raum der stetigen Funktionen und der zweite Faktor
9 dem Raum der Testfunktionen.

Die bahnbrechende Idee von Sobolew und Schwartz bestand darin, bei dieser Zuordnung den
SpieR gleichsam umzudrehen: Nicht mithilfe einer stetigen Funktion f eine Art inneres Pro-
dukt mit einer Testfunktion 9 zu erkldaren, sondern umgekehrt mithilfe einer Art inneren Pro-
dukts mit einer Testfunktion 9 den Begriff der ,, Funktion“ moglichst allgemein zu fassen. So-
bolew nennt ein mit f bezeichnetes Objekt eine verallgemeinerte Funktion, wenn f jeder Test-
funktion 9 eine reelle GroRe (f19) so zuweist, dass diese Zuordnung von 9 zu { f|9) erstens
dem Rechengesetz der Linearitdt gehorcht. Dieses besagt, dass fiir je zwei Testfunktionen 9,
¥, und je zwei Konstanten ¢y, ¢

(flerdr + c202) = c1 (f191) + c2{ f192)

gilt. Und diese Zuordnung von 9 zu { f|9) gehorcht zweitens dem Rechengesetz der Stetigkeit,
das in der Formel

(f1lim 0,,) = lim (f19,)

zum Ausdruck kommt. In dieser Formel bezeichnet 9,, 9y, ..., J,, ... eine Folge von Testfunk-
tionen, die stark gegen die Testfunktion 9 = lim,_, 9, konvergiert.

Schwartz erfand fiir eine verallgemeinerte Funktion f den Namen Distribution. Das lateini-
sche distribuere bedeutet ,verteilen“. Im Sinne des Bildes einer Funktion f, das sich Leib-
niz gemacht hatte, ,verteilt eine Funktion f die Punkte der x-Achse auf die Funktionskurve
y = f(x). Wir werden hier jedoch den Fachbegriff ,verallgemeinerte Funktion“, den Sobolew
prégte, bevorzugen.

Jede stetige Funktion f ist zugleich eine verallgemeinerte Funktion. Denn mit der Formel

(f|19>=f_Zf(X)19(x)dx

wird jeder Testfunktion 9 eine reelle GroRe ( f|9) zugeordnet, und wir wissen bereits um das
Rechengesetz der Linearitdt Bescheid. Wenn die Folge von Testfunktionen 9y, 9, ..., Oy, ...
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das Intervall [a; b] als gemeinsamen Trager besitzt und darin gleichméRig gegen die Testfunk-
tion 9 konvergiert, folgt aus dem Satz, dass bei gleichmif3iger Konvergenz Integral und Grenz-
wert vertauscht werden diirfen, die Formel

o) b
(f11im 0,) =f £ () lim 9, () dxzf () lim 9, (x)dx =
—00 a

b oS
= Jim [ f0ude=lim [ 000, Codr= lim (£10,)

Somit ist das Rechengesetz der Stetigkeit gesichert, wenn die Folge 9;, 92, ..., 95, ... stark
gegen eine Testfunktion 9 konvergiert.

Aber auch die an der Stelle 0 unstetige Heavisidefunktion Hmit H (x) = 1 fiir x >0und H(x) =0
fiir x < 0 ist zugleich eine verallgemeinerte Funktion. Denn mit der Formel

(Hlﬂ):f H(x)ﬂ(x)dx:f 9 (x)dx
—00 0

wird jeder Testfunktion 9 eine reelle Grofle (H|9) zugeordnet, und das Rechengesetz der Li-
nearitdt gilt fiir dieses Integral offenkundig. Ferner soll die Folge von Testfunktionen 9, 9,,
.., Oy, ... das Intervall [a; b] als gemeinsamen Tréger besitzen, wobei wir ohne Weiteres von
der Annahme ausgehen diirfen, dieses sei so gro, dass a < 0 < b zutrifft. Uberdies soll diese
Folge gleichmilig gegen die Testfunktion 9 konvergieren. Dann folgt aus dem Satz, dass bei
gleichméRiger Konvergenz Integral und Grenzwert vertauscht werden diirfen, die Formel

n—oo

o) b
<H| lim 19”>:f0 r}ggoﬁn(x)dx:f() r}i_r}goﬁn(x)dx:

b oo
= limf Ip(x)dx = limf Ip (x)dx = lim (H|9,) .
0 n—oo 0 n—oo

n—oo

Auch hier ist das Rechengesetz der Stetigkeit gesichert, wenn die Folge 91, 92, ..., ,, ... stark
gegen eine Testfunktion 9 konvergiert.

Ein weiteres Beispiel einer verallgemeinerten Funktion bezeichnen wir mit §”. Sie ist dadurch
gekennzeichnet, dass sie jeder Testfunktion 9 den Skalar

<5"|1°)> =9" 0)

zuweist. Wegen der Summenregel und der Tatsache, dass beim Differenzieren konstante Fak-
toren erhalten bleiben, trifft

<5H|Cl191 + 62192> =9+ 02192)” 0) = Cl'f),ll 0)+ Czﬁ/zl 0)=c <5”|191> +Co <5H|192>
zu. Damit ist das Rechengesetz der Linearitdt begriindet. Und wenn die Folge 91, 92, ..., 9y, ...

stark gegen eine Testfunktion 9 konvergiert, konvergiert insbesondere die Folge aller zweiten
Ableitungen 9/, 97, ..., 9}, ... an der Stelle 0 gegen 9" (0). Die daraus folgende Formel

(8" lim 9,,) = (6"19) = 9" (0) = lim ;,(0) = lim (f19)

belegt das Rechengesetz der Stetigkeit.



166 4 Integraltransformationen

Wie bei den beiden zuvor gebrachten Beispielen schreiben wir auch bei der verallgemeinerten
Funktion §” die Zuordnung von der Testfunktion 9 zum Skalar (6" |9} als Integral:

(6"19) = foo 6" (x)9(x)dx=9"(0) .

Dies tun wir im vollen Bewusstsein der Tatsache, dass es keine integrierbare Funktion §” gibt,
die mit 9 multipliziert und tiber R integriert die zweite Ableitung von 9 an der Stelle Null liefert.
Jedenfalls gibt es die Funktion 6" dann nicht, wenn man bei Funktionen allein den algorith-
mischen Standpunkt einnimmt. Doch das starre Festhalten an ihm wollen wir vorsétzlich mit
der Einfiihrung des Begriffs einer verallgemeinerten Funktion zugunsten einer breiteren Sicht-
weise aufgeben.

Wir vereinbaren, ab nun bei jeder verallgemeinerten Funktion f die Zuordnung von der Test-
funktion 9 zum Skalar { f|9) auch als Integral

f_oof(x)ﬁ(x)dx:(flﬁ)

zu schreiben. Wenn f eine stetige Funktion ist, liegt tatsdchlich das mithilfe riemannscher Zwi-
schensummen berechnete Integral des Produktes von f mit J vor. Doch stetig muss f als ver-
allgemeinerte Funktion nicht sein. Im Allgemeinen ist die Schreibweise von (f|9) mit dem
Integral daher blof als Symbol zu verstehen. Im Laufe der Erorterungen wird sich zeigen, wie
diese symbolische Schreibweise hilft, sich Rechengesetze zu merken. Einige dieser Rechenge-
setze lernen wir im ndchsten Abschnitt kennen.

B 4.3 Rechnen mit verallgemeinerten
Funktionen

Bezeichnen f und g zwei verallgemeinerte Funktionen und bezeichnet c eine reelle GroRe,
definieren wir die verallgemeinerten Funktionen f+ g und cf, indem wir fiir jede Testfunktion
9 die folgenden Vereinbarungen treffen:

(f+810)=(f10)+(gl0) ~und  (cfl9)=c(f19)

Ein Produkt zweier verallgemeinerter Funktionen definieren wir nicht. Wohl aber verwenden
wir die Tatsache, dass mit zwei Testfunktionen ¢ und 9 auch deren durch (¢9) (x) = ¢ (x) 9 (x)
definiertes Produkt ¢ eine Testfunktion bleibt. Damit gelingt es, das Produkt f¢ einer verall-
gemeinerten Funktion f mit einer Testfunktion ¢ so zu erklédren, dass f¢ ebenfalls eine verall-
gemeinerte Funktion ist: Wir definieren fiir jede Testfunktion 9

(fol9) = (flpd)

Alle hier genannten Festlegungen iibertragen sich stimmig auf die symbolische Schreibweise
von (f|9) als Integral.
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