Kapitel 1

Wie aus Raum Zeit wird und
umgekehrt

Lernziele dieses Kapitels

(1) Sie wissen, was Alphabete, Worter und Sprachen sind.
(2 Sie verstehen das Konzept von Turingmaschinen.

(3) Sie konnen zeigen, dass ein gegebenes Problem von einer Tu-
ringmaschine entschieden wird.

(@) Sie kénnen mit der O-Notation umgehen.

(5) Sie verstehen den Unterschied zwischen deterministischen und
nichtdeterministischen Maschinen.

(& Sie wissen, was Zeit- und Raum-Bedarf (Speicher-Bedarf) be-
deutet.

(@) Sie kennen die Komplexitétsklassen TIME und SPACE.

Sie kennen die wichtigsten Beziehungen zwischen den Kom-
plexitatsklassen.

(9 Sie kénnen weitere Beziehungen ableiten und beweisen.

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Begriff fiir die Komplexitédt eines
Computerprogramms zu finden. Betrachten wir das folgende Bei-
spiel, welches diese Sichtweise etwas mehr illustriert. Anton geféllt
die Programmiersprache Scheme sehr gut. In seinen Programmen



Was fallen Ihnen noch fiir Ma-
Be ein?
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achtet er immer darauf, moglichst wenige Klammern zu verwenden
— und das ist bei Scheme wahrlich keine einfache Aufgabe. Sein Kom-
plexitidtsmaf ist nun die Anzahl der (6ffnenden) Klammern. Dieses
Maf} driickt jedoch nicht wirklich aus, wie schwierig oder wie gut
das Programm ist. Es ist lediglich ein schwacher Fingerzeig fiir die
Lénge eines Programms. Eine andere Moglichkeit wére, die Anzahl
von sogenannten A-Ausdriicken zu betrachten. Dies ist ein spezi-
elles Konzept, welches mit der Verwendung von Unterfunktionen
zusammenhéngt. Aus deren Anzahl kann man ableiten, wie stark
verschachtelt das Programm ist. Die beiden erwéhnten Mafle mes-
sen die Schwierigkeit des Computerprogramms, haben jedoch nichts
mit der Effizienz deren Ausfilhrung zu tun. Dafiir sind eher Mafle
wie Zeit- und Speicherbedarf sinnvoll.

Betrachten wir nun zuerst den Speicherbedarf eines Programms,
also die Anzahl der benutzten Variablen und die Gréfle der gespei-
cherten Werte. Abhéngig vom System ist die GréSendarstellung in-
nerhalb des Systems gleich. Die kleinste Speicherzelle hat konstante
Grole und ist daher auf dem gleichen System auch immer gleich
grof}. Dies ist ein Wert, der jedoch von System zu System variieren
kann und von der Repréasentation dieser Werte im Rechner abhéngt.
Ahnliche Uberlegungen kann man auch fiir den Zeitbedarf anstel-
len. Wenn das Programm auf Antons Rechner der Firma I schnell
lduft, kann es auf Bertas Rechner der Firma A viel langsamer oder
auch schneller sein.

Deshalb mochten wir, wie schon im Vorwort erwéhnt, eine sinn-
volle Definition von Zeit- und Speicher-Bedarf eines Computerpro-
gramms finden. Es soll ein Begriff sein, welcher maschinenunabhdng-
1g ist. Dies ist ein wichtiger Aspekt, da wir nicht schon bald wieder
einen neuen Begriff definieren wollen, wenn es ein Computer-Update
oder einen Betriebssystemwechsel gibt. Wichtig ist auch, dass Pro-
gramme auf unterschiedlichen Rechnern vergleichbar sein sollen.

Hierzu sind also einige Begriffe zu prézisieren:
e Was ist ein algorithmisches Problem?
e Was ist ein Algorithmus oder Computer?

e Was bedeuten Zeit- und Speicherbedarf genau?
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1.1. Welche Probleme wollen wir losen?

Ein algorithmisches Problem P wird dadurch charakterisiert, dass
man {iberpriifen moéchte, ob Objekte gewisse Eigenschaften besit-
zen. Diese Eigenschaften konnen sehr vielfiltig sein. Im Folgenden
gehen wir davon aus, dass Sie wissen, was Graphen und aussagen-
logische Formeln sind. Sollte dies nicht der Fall sein, so werfen Sie
einfach einen Blick in den Anhang dieses Buches. Dort werden die
Grundlagen zu beiden Themen ausfiihrlich erldutert. Wenden wir
uns nun einem ersten solchen Problem P zu. Uns liegt ein ungerich-
teter Graph G = (V, E) vor und wir fragen uns nun, ob es in diesem
Graphen einen vollstdndigen Teilgraphen (jeder Knoten ist mit je-
dem anderen hier verbunden) der Grofie k gibt. Formal kénnen wir
das Problem so beschreiben:

Problemname: CLIQUE
Eingabe: Ungerichteter Graph G = (V, E) und natiirliche Zahl k
Frage: Gibt es einen vollstdndigen Teilgraphen mit & Knoten?

Das Problem heifit CLIQUE, da man iiblicherweise vollstiandige
Teilgraphen Cliquen nennt. Eine Spur mathematischer ist die fol-
gende Mengenschreibweise und wird von uns hier im Buch primér
verwendet:

graph den vollstindigen Graphen mit k

G ist ein ungerichteter Graph, der als Teil-
CLIQUE = ¢ (G, k)
Knoten enthélt

Hier treten auflerdem komische, spitze Klammern (-) auf. Mo-
mentan kénnen Sie diese erstmal ignorieren. Auf Seite [59] werden
wir uns diesen Klammern wieder zuwenden und genauer ihren Sinn
erldutern. Wie Sie momentan sehen, ist die Menge CLIQUE nun die
Menge jener Paare von ungerichteten Graphen und natirlichen Zah-
len k, die einen vollstdndigen Graphen mit £ Knoten enthalten. Das
heifit, das Vorhandensein von Cliquen der Gréfie & ist eben jene oben
angesprochene Eigenschaft, welche unser Objekt (der ungerichtete
Graph) besitzen soll. Diese Art von algorithmischen Problemen wer-
den auch Entscheidungsprobleme genannt, da die zugehorige Frage
nur mit ja oder nein beantwortet wird.

Ein anderes Objekt im obigen Sinne kénnte eine aussagenlogische
Formel ¢ = (zVy) A —z sein. Hier fragen wir uns natiirlich, ob diese
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Formel erfiillbar ist. Das zugehorige Problem lautet (ein letztes Mal
in der vorherigen Schreibweise):

Problemname: SAT
Eingabe: Aussagenlogische Formel ¢
Frage: Ist ¢ erfillbar?

Die Mengenschreibweise lautet hierzu:
SAT = {{(p) | ¢ ist aussagenlogische, erfiillbare Formel} .

Hier sind wiederum nur jene Formeln ein Teil der Menge SAT,
welche erfiillbar sind. Also wird wieder eine Ja/Nein-Frage in Bezug
auf eine gegebene Formel beantwortet.

Nun méchten wir solche algorithmischen Probleme durch Compu-
terprogramme oder Algorithmen l6sen. Dazu miissen wir die Finga-
ben dieser Probleme in den Computer beziechungsweise den Algorith-
mus ,eingeben”. In den obigen Beispielen miissen also die Graphen
und Formeln so beschrieben oder kodiert werden, dass wir diese
iiber eine Tastatur eingeben kénnen. Unser Programm soll nach der
Eingabe entscheiden, ob unser Graph oder unsere Formel den gefor-
derten Eigenschaften des algorithmischen Problems geniigt. Dazu
wenden wir uns jetzt den dazu notwendigen Beschreibungen oder
Kodierungen formal zu. Anfinglich werden wir uns mit Sprachen
beschéftigen. Informell gesprochen umfasst dieser Term lediglich ei-
ne Menge von Elementen mit einer Gemeinsamkeit, wie zum Beispiel
die gerade Wortlinge. Prinzipiell ist es sogar mdoglich, jede natiirliche
Sprache — wie Deutsch oder Englisch — iiber diesen Terminus zu for-
malisieren.

Ein Alphabet ist eine endliche, nichtleere Menge. Die Elemente
eines Alphabets heiflen auch Zeichen oder Symbole.

Beispiel 1. {0,1},{a,b,c,...,2,A,...,Z} |

Ist M eine Menge, so bezeichnet |M| die Anzahl der Elemente von
M. Sei ¥ ein Alphabet. Ein Wort diber 3 ist eine Folge von Sym-
bolen aus . Ein Wort entsteht also durch Hintereinanderschreiben
(Konkatenation) von Symbolen aus .

Beispiel 2. w = abbab ist ein Wort {iber dem Alphabet {a,b}. <«
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Ein Spezialfall ist das leere Wort. Wir bezeichnen es mit . Die
Menge aller Worter tiber dem Alphabet ¥ bezeichnen wir mit X*.

Beispiel 3. Fiir ¥ = {a,b} ist ¥* = {¢,a, b, aa,ab, ba, bb, aaa, aab,
aba,...}. <

Eine Sprache diber ¥ ist eine Menge von Wortern iiber X, also eine
Teilmenge von 3*.

Beispiel 4. Die Menge der deutschen Worter ist eine Sprache tiber
{a,b,c,...,z,A, ..., Z,406,1,...,8}.
Die Menge aller C-Programme ist eine Sprache tiber

{a”b3c7'"7Z7A""’Z7{’}’(7)’[7]7—’_7*?_7/’:"’*7‘_‘}'

Beachten Sie, dass hierbei noch keine Aussage iiber die genaue Syn-
tax getroffen wurde. <

Eine wichtige Operation auf Wortern ist die Konkatenation bzw.
das Hintereinanderschreiben. Die zugehorige Schreibweise hierfiir ist
u o v oder kurz uv fiir Konkatenation die der Woérter v und v.

Beispiel 5. Ist u = ab und v = bab, so ist v o v = abbab. |

Die Ldnge eines Wortes w ist die Anzahl der Symbole in w. Schreib-
weise: |w|

Beispiel 6. |aba| =3, |e| =0, |uov| = |u| + |v] <
Fir ein Wort w und n € N ist w™ die Konkatenation

w' =wowo---ow.
—_———

nmal

Wir definieren: w°

¥\ {e}.

= e. Esist |w"| = n - |w|. Schreibweise: ¥ =

1.2. Eine Universalmaschine

Nun wissen wir, wie man ein algorithmisches Problem mathematisch
darstellt. Im folgenden Schritt méchten wir uns Gedanken machen,



Alan Turing
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wie wir einen Algorithmus oder Computer modellieren. Stellen wir
uns zundchst die Frage, wie ein Mensch ein algorithmisches Problem
mit Papier und Stift 16sen wiirde.

Der britische Mathematiker und Logiker Alan M. Turing hat da-
zu im Jahre 1936 folgende Uberlegungen angestellt. Er verglich die
Vorgehensweise eines Menschen mit der einer Maschine, die in je-
dem Zeitpunkt ihrer Arbeit endlich viele Situationen unterscheiden
oder sich merken kann, anders formuliert: sich in einem von endlich
vielen Zustinden befindet. Der Mensch/die Maschine hat vor sich
ein Blatt Papier liegen, auf dem er/sie arbeitet. Das Papier ist in
einzelne Bereiche unterteilt, in die etwas geschrieben werden kann.
Wir wollen die Bereiche Zellen nennen. In eine Zelle ,,passt* also so-
zusagen genau ein Symbol aus einem festgelegten Zeichenvorrat. Der
Einfachheit halber stellen wir uns die Zellen aneinandergereiht vor,
wie an einem Band aufgefddelt. Wir sprechen daher nicht von einem
Papier, sondern von dem Band als Medium zum Zwischenspeichern
von Rechenergebnissen. (Man darf bei dem Begriff ,Band“, engl.:
tape, sicher auch an Magnet-Bénder denken, die in fritheren Jah-
ren den iiblichen Massenspeicher von EDV-Geréten bildeten.) Die
Maschine sieht (,scannt“) zu einem Zeitpunkt genau eine Bandzel-
le und kann das dort gespeicherte Symbol lesen. Abhéngig von der
momentanen Situation/dem momentanen Zustand und dem gelese-
nen Symbol fithrt die Maschine nun einen Befehl aus, der daraus
besteht, dass sich der Zustand dndern darf, dass das gelesene Sym-
bol durch ein anderes iiberschrieben oder geléscht werden darf, und
dass die Maschine ihre Aufmerksamkeit nun auf eine benachbarte
Zelle richtet, also eine Position nach links oder eine Position nach
rechts. Wir setzen voraus, dass der Maschine soviele Bandzellen als
Speicher zur Verfiigung stehen, wie sie benétigt. Sind alle Zellen
beschrieben und werden weitere bendtigt, werden sie zur Verfligung
gestellt. Man sagt auch: Die Bandgrofie ist nicht von vornherein be-
schrankt, sondern ,potentiell unendlich — nicht tatsédchlich unend-
lich, da die Maschine zu jedem Zeitpunkt nur eine endliche Anzahl
Zellen verwendet.

Eine Turingmaschine (TM) ist ein zunéichst sehr abstrakt wirken-
des Konzept. Man kann jedoch zeigen, dass dieser Typ von Maschine
von seiner Berechungskraft dquivalent ist zu heutigen real existie-
renden Computern. (Wir werden dies in Kapitel genauer tun.) Der
grofle Vorteil von Turingmaschinen ist, dass sie ein erstaunlich ein-
faches Konzept bilden, das fiir mathematische Untersuchungen der
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Losbarkeit algorithmischer Probleme und der Effizienz moglicher
Losungsalgorithmen sehr geeignet ist.
Man kann sich eine Turingmaschine also wie folgt vorstellen:

—

endliche
Kontrolle
(Zustand)

Der obere Streifen steht fiir das beidseitig (potentiell) unendli-
che Band, das in Zellen unterteilt ist, in denen Symbole (C, B, A, ¢
im Beispiel) stehen kénnen. Ein besonderes Symbol ist das Blank
O, welches in leeren Bandzellen (z.B. an den Réndern) steht. Auf
den Zellen bewegt sich ein Schreib-Lese-Kopf in drei verschiede-
nen Modi: links, rechts, keine Bewegung (oder neutral). Das kleine
Késtchen unter dem Band (in gewissem Sinne die eigentliche Ma-
schine) enthélt das Programm und einen Speicher fiir den aktuellen
Zustand. Abhéngig vom aktuellen Zustand und dem gelesenen Zei-
chen wird dann ein Zeichen geschrieben und der Kopf abhéngig von
dem gewéhlten Modus bewegt. Formal gibt man fiir eine jede solche
Maschine M

e die Menge der Zustinde Z, die die Maschine hat,
e die Menge der Zeichen I'; die auf dem Band stehen diirfen,

die Ubergangsfunktion 6: Z x ' — Z x ' x {L,R,N},

den Startzustand,

die Menge der akzeptierenden Zustdnde A an sowie

die Menge der verwerfenden Zusténde V an.

Konstruieren Sie eine Maschi-
ne, die nur akzeptiert, wenn
die Eingabeldnge gerade ist.



Konfiguration

Wie lautet die Konfigurati-
on der dargestellten Maschine
auf Seite[[3] unter der Annah-
me, der angenommene Zu-
stand ist z7

Konfigurationsiibergang
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Eine Turingmaschine definieren wir daher als ein Tupel (Z, T, 9, 2o,
AV

Man kann dieses Konzept auf eine Maschine mit, beliebig aber
endlich vielen, £ € N Béndern erweitern. Es bleibt jedoch bei ei-
nem Zustand und man kann in jedem Schritt & Kopfbewegungen
abhédngig vom aktuellen Zustand téatigen.

Im Folgenden verwenden wir Ein- und Mehrband-Turingmaschi-
nen und unterscheiden jeweils, ob es ein separates Eingabeband gibt.
Auf diesem Eingabeband darf nichts geschrieben werden. Es ist read
only.

Definition 1. Sei M = (Z,T,0, 20, A,V) eine TM, ¥ ein Alphabet,
u,v € X* Worter und z € Z ein Zustand. Wir nennen uzv dann
eine Konfiguration von M auf uwv. Dies bedeutet, dass M sich in
Zustand z befindet und seinen Kopf auf dem ersten Zeichen von v
stehen hat. Der Bandinhalt links vom Kopf ist u. <

Im néchsten Schritt formalisieren wir, wie eine Maschine funk-
tioniert, d. h. wie sie von einer Konfiguration in eine andere Konfi-
guration iibergehen kann. Hierbei miissen wir auf die verschiedenen
Moglichkeiten eingehen, also ob die Kopfbewegung nach links, rechts
oder nicht geschieht.

Definition 2. Seien uzv,u'z'v’ zwei Konfigurationen der TM M =
(Z,T,4, 20, A, V). Wir sagen uzv geht in einem Schritt in v'2'v’ iiber,
in Zeichen uzv by u'2'v’, falls

(2',d',R) € §(2,a) fir v = aw, v’ = w'a,w,w’ € ¥*,a,d’ €%,

(2',d’, L) € §(z,a) fir v = aw,u = u'b,v" = ba'w’', w,w" € ¥,
a,ba €%,

(2',a',N) € 6(z,a) fir v = aw,v’ = d'w’,w,w’ € ¥*,a,a’ € X.

Ein wenig visueller bedeutet dies:

uzaw Fyr w'a’'zv, wenn (2',a’, R) € §(z,a),
u'bzaw Fyr u'zba’w, wenn (2',a’, L) € §(z,a),
uzaw Fyp uz'a'w, wenn (2',a’, N) € 6(z,a).

Haufig werden TMen auch als Tupel iiber (Z,%,T, 8,0, E) definiert und da-
mit zwischen Eingabe- und Ausgabealphabet unterschieden sowie das leere
Bandsymbol O explizit angegeben. E ist dann hier einfach die Menge der
Endzustédnde.
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Hé&ufig lasst man einfach das tiefgestellte M bei -, weg und schreibt
einfach F, wenn es klar ist, um welche Maschine es gerade geht. Gibt
es eine Folge von Konfigurationen kq, . . ., k,, sodass k; - k;;1 fiir alle
1 < i < n gilt, dann schreibt man auch k; F*~! k,. Allgemeiner
tritt ofters auch die Schreibweise k H* £/ auf, wenn gemeint ist, dass
eine beliebige Folge von Konfigurationsiibergdngen moglich ist, um
von k zu k' zu kommen. <

Die Startkonfiguration einer TM M = (Z,T',9, zp, A, V') auf Ein-
gabe w ist dann zgw. Nun kénnen wir auch die Sprache einer Tu-
ringmaschine definieren:

L(M) ={w € X | zow F}; uz’v mit 2’ € A}.

Nachdem nun die nétigen Formalia definiert sind, wenden wir uns
dem ersten Beispiel zu.

Beispiel 7. Fangen wir mit einem einfachen Beispiel an, um Tu-
ringmaschinen besser verstehen zu kénnen. Die Sprache, die wir be-
trachten wollen, ist

L={a"b"c" |n>1}.

n mal

Wie wir auf Seite [11] definiert haben, ist a™ das Wort 7o - oa.
Das heifit, die hier definierte Sprache L besteht aus Woértern mit
Blocken aus gleicher Lange von a’s, b’s und ¢’s.

Zum Beispiel sind also Worter wie abe, a®b3c?, a*2b*2¢*? in L ent-
halten und Worter wie aabe, cab, acabac, ccaabb nicht in L enthalten,
da entweder die Reihenfolge oder die Anzahlgleichheit verletzt wer-
den.

Nun moéchten wir fiir L eine Turing Maschine M angeben, sodass
L(M) = L gilt. Definieren wir hierzu die Turing Maschine

M = ({ZOa c oy R4, Zay Rby R ZL}7 {a7 b7 c, #7 D}a 6) 20, {Za}a {ZU})7
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wobei die Uberfithrungsfunktion § wie folgt gegeben ist.

A
Za@
)
be
ZpC
ZeC
z:0

zrcC
ZLb
ZLa
2L #
ZLD

217

z1a
Zl|:|
207
Z2b
zZoa
z3#
zZ3C
Zgb

zqaR
zqaR
beR
beR
z.cR
z.CR
Z], L

zr.cL
ZLbL
zral
ZL#L
lejR

21 #R
ZQ#R
2oL

ZQ#R
Z3#R
zoaR
Zg#R

ZL#L
ZgbR

R A A A A a3

Test, ob Eingabe die Form a*b*¢™ hat.

Durchlauf nach links.

Suchen und Uberschreiben des ersten as.

Suchen und Uberschreiben des ersten bs.

Suchen und Uberschreiben des ersten cs.

Nun geben wir noch die Fille an, in denen die Maschine verwerfen

soll:

20% — 2N
2aT — ZpxIN
2T — ZpxIN
21T — ZpxIN
290 —> 2N

23% —> 2N

xz €{b,c,0}
z € {c, 0}
z € {a,00}
x € {b,c}
z € {c,0}
z € {a,0}

kein a vorne)

zu wenig a)

zu wenig b)

(
(
(a nach b)
(
(
(

zu wenig c)
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Um die Notation von vorher aufzugreifen, ist fiir M also

Z ={z0, 21,292, 23, 24, Za, Zby Zcy ZL }
T ={a,b,c,#,0},

A ={z} und

V={z}

Begriindung: Sei w die Eingabe. Zuerst durchliuft M das Wort w
von links nach rechts und testet, ob w die Form a™b ¢t hat. Ist dies
nicht der Fall, so bleibt M stecken und akzeptiert nicht. Natirlich
gilt dann auch w ¢ L.

Gilt aber w = a*b’c¢™ mit k, £,m > 1 so lduft M wieder auf die
linke Begrenzung. Ab jetzt ist die Arbeit von M in Durchgénge ein-
geteilt: In jedem Durchgang lduft M nach rechts und ersetzt jeweils
ein a, b und ¢ durch #. Am Ende des Durchgangs lduft M dann
wieder auf die linke Begrenzung.

Gilt nicht k = ¢ = m, dh. w ¢ L, so bleibt M in Durchgang
1+ min{k, ¢, m} stecken, weil er eines der Zeichen a, b oder ¢ nicht
mehr findet.

Gilt aber £k =/¢ =m, d.h. w € L, so steht nach Durchgang k das
Wort #F#F4#F zwischen den Begrenzungen. In Durchgang k + 1
lauft dann M im Zustand z; komplett durch das Wort nach rechts
bis zum rechten Bandende ,,[1“. Dann geht M in den akzeptierenden
Zustand z4 iiber. |

Bemerkung. Haufig ist es so, dass bei der Definition einer Maschine
die verwerfenden Félle (so wie wir sie hier angegeben haben) nicht
erwahnt werden. Fiir alle dann “undefinierten” Félle nimmt man an,
dass die Maschine hierbei in einen verwerfenden Zustand wechselt.
Daher geschieht es auch haufig, dass es nur akzeptierende Zustinde
gibt und die Menge V der verwerfenden Zustidnde unerwihnt bleibt.

Manchmal tritt dieses Problem auch ein, wenn man diese Nicht-
Akzeptanz (bzw. dieses Verwerfen) durch eine Anweisung der Form
(z,a) € 6(z,a,N) realisiert. Dies ist also eine Endlosschleife der
Maschine. Natiirlich kann sie dann nie akzeptieren, aber wir werden
spéter auf Seite[I8|fordern, dass unsere Maschinen von da an immer
halten. Dann missen natiirlich (rein formal) solche Fille behandelt
werden. Die Argumentation dariiber, dass undefinierte Félle zum
Verwerfen fiihren, ist dann nicht mehr so sauber. Hier bietet sich



Laufzeit u.
Speicherbedarf

Zeit und Platz
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dann ein zusétzlicher Zustand an, welcher die Eingabe einfach zu
Ende liest und am Ende verwirft. |

Ubungsaufgabe 1. Die Funktion § iiber den Alphabet ¥ ist fiir al-
le Eingaben w € ¥* undefiniert. In unserem Kontext mochten wir
annehmen, dass die Turingmaschine, die diese Funktion berechnet,
dann keine Eingabe akzeptiert. Damit ist die Sprache dieser Maschi-
ne dquivalent zur leeren Sprache (). Geben Sie nun diese Turingma-
schine vollstdndig an. Gehen Sie dabei davon aus, dass ¥ = {0, 1}
gilt. <

1.3. Viele Bander bringen nicht viel mehr
als zwei

Nachdem wir in Abschnitt Turingmaschinen auf einer sehr for-
malen Ebene betrachtet haben, wollen wir von nun an davon Ab-
stand nehmen die genaue Ubergangsfunktion im kleinsten Detail
angeben. Stattdessen greifen wir auf Algorithmen in Pseudocode
zu, da diese dquivalent zu Turingmaschinen sind. Betrachten wir
die genaue Laufzeit eines solchen Pseudocode Algorithmus, dann
iiberlegen wir uns jeweils, wie eine Turingmaschine die jeweiligen
Anweisungen umsetzen kann. Damit Komplexitédtsbetrachtung Sinn
macht, wollen wir die Vereinbarung treffen, dass alle unsere Ma-
schinen auf jeder Eingabe irgendwann einen (akzeptierenden oder
verwerfenden) Endzustand erreichen und daher halten.

Definition 3.

e Die Laufzeit einer Turingmaschine M bei Eingabe eines Wor-
tes w ist die Anzahl der Rechenschritte, bevor M stoppt.

e Der Speicherbedarf einer Turingmaschine M bei Eingabe eines
Wortes w ist die Anzahl der Bandzellen auf den Arbeitsban-
dern (d.h., nicht auf dem Eingabeband, falls vorhanden), die
M wihrend der Rechnung besucht. <

Rechenschritte meint hier Transitionsiibergénge der §-Funktion.

Definition 4. Sei M eine Turingmaschine. Sei f: N — N.
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M arbeitet in Zeit f, falls fir alle n und fiir alle Worter w der
Léange n die Laufzeit von M bei Eingabe w durch f(n) beschrankt
ist.

M arbeitet in Platz f, falls fiir alle n und fiir alle Worter w
der Lange n der Speicherbedarf von M bei Eingabe w durch f(n)
beschrankt ist. <

Beispiel 8. Wir betrachten die Sprache A = {0¥1% | k > 0}. A kann
durch eine Einband-Turingmaschine erkannt werden, die durch den

folgenden Pseudocode spezifiziert wird: Geben Sie zu lhrer Pa-

ritdtsmaschine von S. [I3 die
Zeitzeit und den Speicherbe-
1: if eine O rechts von einer 1 steht then darf an.

2 verwerfe

3: while sowohl Symbol 0 und 1 auf dem Arbeitsband bleiben do

4 Streiche eine 0 und eine 1.
5: if es gibt noch eine 0 aber keine 1 oder umgekehrt then
6: verwerfe
7: else

8 akzeptiere

Nun mochten wir uns der Laufzeit dieser Maschine widmen und
stoflen auf ein kleines Problem: Wie wir bereits zu Beginn des Ka-
pitels gemerkt haben, ist eine genaue Angabe in hohem Grade vom
verwendeten Maschinenmodell abhéngig. Um dieses jedoch auszu-
blenden, sind wir nur am Wachstumsverhalten der Laufzeit interes-
siert und treffen daher folgende Vereinbarung, die auf Knuth zuriick-
geht, der die O-Notation zur Algorithmenanalyse eingefiihrt hat.

Donald Knuth

Definition 5. Seien f,g: N — N zwei Funktionen. Dann ist:
f € 0O(g), falls es ¢,ng € N gibt, sodass fiir alle n > ng gilt: o

f(n) <c-g(n),

f(n) bzw. g(n)

wir schreiben dann auch: f(n) € O(g(n)). Das heifit, f wéchst
héchstens so stark wie g. Man kann die O-Notation auch iiber
Grenzwerte wie folgt definieren: S

fn) < Ofgtn)) & i T < o,
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wenn der Grenzwert existiert, ansonsten als lim sup,, £n)

g(n)”
Es gilt f € o(g), falls

lim 7]”(71) =0.

n—oo g(n)
Analog schreiben wir auch: f(n) € o(g(n)). Das heift, f wéchst echt
schwdcher als g. |

Nun wieder zuriick zum Beispiel: Bei einer Eingabeldnge von n
ergibt sich eine Laufzeit dann wie folgt:

Schritt (1):  O(n)
Schritt (4): O(n)
Schritt (5):  O(n)

Schleife 1) wird O(n) mal durchlaufen
Insgesamt: O(n?)

<

Die folgenden Klassen gehen nun zuriick auf Hartmanis und Stearns,
die in ihrer Arbeit On the computational complexity of algorithms.
In: Transactions of the American Mathematical Society. Vol. 117,
1965, S. 285-306 die erste Definition hierzu gebracht haben.

Ubungsaufgabe 2. Zeigen Sie, dass das vorherige Resultat fiir die
Sprache A aus Beispiel [§lauch fiir die Sprache L aus Beispiel [7] gilt. <«

Definition 6. Sei t: N — N. Die Komplexitéitsklasse TIME(t) be-
steht aus allen Sprachen A, fiir die es eine Mehrband-Turingmaschi-
ne gibt, die A entscheidet und in Zeit O(t) arbeitet. <

Definition 7. Seis: N — N. Die Komplexitétsklasse SPACE(s) be-
steht aus allen Sprachen A, fiir die es eine Mehrband-Turingmaschi-
ne mit Eingabeband gibt, die A entscheidet und in Platz O(s) ar-
beitet. <

Nun haben wir uns auf ein formales Konzept geeinigt und wollen es
auf das vorherige Beispiel anwenden. Es gilt also A € TIME(n?). Ei-
ne bessere Schranke ergibt sich mit Hilfe von 2-Band-Turingmaschi-
nen:
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1: if eine O rechts von einer 1 gefunden wurde then

2: verwerfe

3: Kopiere alle Symbole 0 auf Arbeitsband.

4: Fir jede 1 auf Eingabeband: Lésche eine 0 vom Arbeitsband.
5. if 1 auf Eingabeband oder 0 auf Arbeitsband then

6 verwerfe

7. akzeptiere

Es folgt: A € TIME(n).

Ubungsaufgabe' 3. Auf 1-Band-Turingmaschinen kann A in Zeit
O(nlog(n)) akzeptiert werden. <

Bemerkung. Eine Sprache L ist regular genau dann, wenn L in Zeit
o(n -log(n)) auf einer 1-Band-Turingmaschine akzeptiert wird. <«

Im Folgenden stellen wir uns die berechtigte Frage, wie méchtig
die Benutzung von mehreren Bandern ist. Diese kann man mit dem
folgenden Satz beantworten.

Satz 1. Sei t(n) > n eine Funktion. Jede Mehrband-Turingmaschi-
ne M, die in Zeit t arbeitet, kann von einer 1-Band-Turingmaschine
M’ simuliert werden, die in Zeit O(t?) arbeitet. <

Das heift, die Benutzung von beliebig vielen Bandern kann durch
ein einziges Band mit einem quadratischen Anstieg der Laufzeit
simuliert werden.

Beweis (Satz |I[) Ausgehend von der Maschine M mit k£ Béandern,
konstruieren wir nun unsere 1-Band-Maschine M’. Die Idee ist, dass
M’ auf seinem Band die ganzen k£ Bandinhalte und Kopfpositionen
von M speichert. Diese Informationen werden bandweise getrennt
durch ein Sonderzeichen (#). Zur Simulation eines Schritts von M
muss M’ {iber sein gesamtes Band laufen, um die Inhalte und Kopf-
positionen der k Bénder von M zu aktualisieren.

Das folgende Bild zeigt die Konstruktion im Beispiel einer 2-Band-
TM:
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v
ofofa i [iffof[r[o]a] ]
'
[Jofo[1][1[o]o]]
%
ol fofsof# ofa]r]o]a]]

Die Kopfpositionen werden gesondert markiert (mit einem Unter-
strich).

In jedem Simulationsschritt von M bendtigt M’ eine Laufzeit von
O(t(n)). Insgesamt hat M’ also eine Laufzeit von O(#?). (Satz |

Im folgenden Satz sieht man, dass man den quadratischen An-
stieg verhindern kann, wenn man mindestens zwei Béander hat. Wir
beweisen den Satz jedoch nicht.

Satz 2. Sei t(n) > n eine Funktion. Jede Mehrband-Turingmaschi-
ne M, die in Zeit t arbeitet, kann von einer 2-Band-Turingmaschine
M’ simuliert werden, die in Zeit O(¢ - log(t)) arbeitet. <
Ubungsaufgaben.

Ubungsaufgabe® 4. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Be-
hauptungen.

a) 2n € O(n) fiir alle festen k& € N\{0, 1}
b) n* € O(n) d) n-log,(n) € O(n?)
) logs(n) € O(log (n)) ) 3 € 200
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£) (2n)3 € 20(m) i) O(n?) + O(n) = O(n?)
g) 2n3 c QO(n)
h) 0(2") = O(3")

Ubungsaufgabe' 5. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Be-
hauptungen.

a) n € o(2n) d) 1€ o(n)

b) 2n € o(n?)

c) n* € o(2") fiir alle festen k € e) 1+2+---+n € o(n?) <
N

Ubungsaufgabe 6. Beweisen oder widerlegen Sie:

a) n? € O(n -log(n)) e) 2" € o(3")

b) nle O(2") f) logy(n) € o(n)

c) 0(2*") = 0(2")

g) n* € o(logy(n))

d) O(n) - (™) - (s(m)* € i
206(M) wobei s(n) > logn h) o(g(n)) € O(g(n)) fiir alle
eine Funktion ist und k eine g:N—-N |
Konstante.

1.4. Nichtdeterminismus

Nichtdeterminismus kann auf verschiedene Weisen dargestellt wer-
den. Fiir diejenigen Horer, welche die Veranstaltung Grundlagen
der Theoretischen Informatik nicht besucht haben, betrachten wir
dieses Konzept zunéchst genauer. Nehmen wir eine Turingmaschi-
ne M = (Z,T,0, F) aus dem vorherigen Abschnitt als gegeben an.
Formal gilt |6(z,z)| < 1 fiir 2z € Z und z € T'; das heifit, fir jeden
Ubergang ist determiniert, was im Folgeschritt geschieht. Dies ist
fiir nichtdeterministische Maschinen nicht der Fall. Diese Maschi-
nen haben in jedem Schritt die Méglichkeit, zwischen verschiedenen
auszufithrenden Befehlen zu wdahlen.
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Diese Wahl kann man sich anschaulich auf verschiedenste Weise
vorstellen:

e Die Maschine riat den Folgebefehl.

e Die Maschine kopiert sich [0(z,2)| mal und rechnet parallel
weiter.

Formal wird diese Eigenschaft der Uberfithrungsfunktion durch eine
Potenzmenge definiert:

0: ZxT'—P(ZxT x{L,R,N}).

Die Struktur einer Berechnung einer solchen nichtdeterministischen
Turingmaschine (NTM) ist nun ein Baum. Wir sagen, dass eine
NTM M ihre Eingabe w akzeptiert, falls es eine akzeptierende Rech-
nung gibt. Das heifit, es muss einen Pfad in dem Berechnungsbaum
von M geben, der zu einem akzeptierenden Zustand fithrt. Die von
M entschiedene Sprache ist die Menge der von M akzeptierten
Worter.

Die Laufzeit von M ist die Tiefe des Berechnungsbaumes von M,
also die maximale Anzahl von Rechenschritten, bevor M stoppt,
iiber alle nichtdeterministischen Wahlmoglichkeiten.

Definition 8. Seien eine nichtdeterministische Turingmaschine M
und die Funktion f: N — N gegeben. M arbeitet in Zeit f, falls fiir
alle n € N und fiir alle Worter w der Lange n die Laufzeit von M
bei Eingabe w durch f(n) beschrankt ist. <

Die nichtdeterministische Komplexitatsklasse ist wie folgt defi-
niert.

Definition 9. Sei £: N — N eine Funktion. Die Komplexitatsklasse
NTIME(t) besteht aus allen Sprachen A, fiir die es eine Mehrband-
NTM gibt, die A entscheidet und in Zeit O(t) arbeitet. <

Der Speicherbedarf einer NTM wird nun analog zum Speicherbe-
darf einer gewohnlichen (deterministischen) TM iiber die mazimale
Anzahl der besuchten Bandzellen tber alle Rechenwege definiert.

Definition 10. Sei s: N — N eine Funktion. Eine NTM M arbeitet
in Platz s, falls fiir alle n und fiir alle Worter w der Lange n der
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Speicherbedarf von M bei Eingabe w (auf jedem Rechenweg) durch
s(n) beschrankt ist.

Die Komplexititsklasse NSPACE(s) besteht aus allen Sprachen
A, fiir die es eine Mehrband-NTM mit Eingabeband gibt, die A
entscheidet und in Platz O(s) arbeitet. <

Ubungsaufgaben.
Ubungsaufgabe' 7. Essei f: N — N.

a)b Zeigen Sie: Ist A € TIME(f(n)), so ist auch A € TIME(f(n)).
b)b Zeigen Sie: Ist A € SPACE(f(n)), so ist auch A € SPACE(f(n)).

a) Sind die Erkenntnisse aus den Aufgaben a) und b) direkt tiber-
tragbar auf die Komplexititsklassen NTIME bzw. NSPACE? Be-
griinden Sie ihre Antwort. <

Ubungsaufgabe 8. Geben Sie je eine Sprache aus der Klasse TI-
ME(1) und SPACE(1) an. <

Ubungsaufgabe 9. Im Folgenden betrachten wir die von Seite
bekannte Sprache A := {0¥1¥ | k > 0}. Zeigen Sie, dass A €
SPACE(log(n)) gilt. Beschreiben Sie hierzu die Funktionsweise der
Turingmaschine vollstdndig und begriinden Sie den Speicherbedarf
der Maschine. <

Ubungsaufgabe 10. Es sei
B := {bin(0) o bin(1) ¢ - - - o bin(n) | n € N},

wobei bin(k) fiir ¥ € N die Bindrdarstellung von k ohne fithrende
Nullen ist. Zeigen Sie, dass B € SPACE(log(log(n))) gilt. Beschrei-
ben Sie hierzu die Funktionsweise Threr Turingmaschine vollstdndig
und zeigen Sie, dass der Speicherbedarf der Maschine O(log(log(n)))
ist.

Hinwets: Vergleichen Sie benachbarte Bindrzahlen miteinander
und beachten Sie, dass n hier nicht die Linge der Fingabe kodiert. <

* Kk x





