IN DIESEM KAPITEL

Physikalische GréBen und deren Einheiten

Mit Skalaren und Vektoren rechnen

Dreiecke und die Trigonometrie

Die Differentiation und Integration wiederholen

Kapitel 1
Die wesentlichen mathe-
matischen Grundlagen

D amit Sie die Vorgdnge im metallischien Leiter, durch den ein elektrischer Strom flief3t,
verstehen, miissen Sie sich mit einigen physikalische GréBen vertraut machen.

Physikalische Grofen sind messbare Eigenschaften von Objekten, Vorgdngen
v oder Zustanden, wie beispielsweise der elektrische Strom I oder die Zeit 7.

Die Verkniipfung zwischen den physikalischen Gréfen wird durch mathematische Gleichun-
gen hergestellt. Fiir die Beschreibung der Beziehungen zwischen den Grofen bendtigen wir
einige mathematische Regeln und Gesetze. Abbildung 1.1 zeigt, dass diese in der Elektro-
technik manchmal auch kompliziert aussehen konnen.

Aber haben Sie keine Angst vor diesen Gleichungen! Sie werden im Laufe dieses Buches al-
le dargestellten Gleichungen und Kennlinien in nachvollziehbaren Schritten kennenlernen.
Und - halten Sie sich fest — am Ende werden Sie sogar Spaf} damit haben.

Physikalische Grof3en und deren Einheiten

Grundsdtzlich wird eine physikalische Gréfle als Produkt aus einem Zahlenwert und de-
ren Einheit, der Basiseinheit, dargestellt. Von einem internationalen Komitee wurden
die Basisgrolen Ldnge, Masse, Zeit und die der Stromstdrke im SI-Einheitensystem, dem
»Systéme international d’unités« (Internationales Einheitensystem), festgelegt, wie es



36 TEILI GréRen der Elektrotechnik und ihre Zusammenhénge

H=2n e i
M -
M+ = j"ﬂ) o™ 4% ol 5
? U + z2 4& ~ S
- 75 S
- £
J %, (+2) o %
Fe k Xe :5%& *
(2 Jk':’qf /?«Zé 2 )
~r LY G D u’.ﬂ ;-Dﬂﬂfﬂ
F 7y j AT
I e rolke & z;r-ﬂ? Z o
H‘s H = tonvt. A e
. = SE.oe
= fa*fl
m 55d‘3=b?=
" s, _}5:5@»
r £‘7”3 [5?3 =4 As=ag
44,4, 4 D=gpre ool -E
Ry R Rn = 2 4 9-:95‘- 5' !

Abbildung 1.1: Mathematische Regeln und Gesetze der Elektrotechnik

Tabelle 1.1 darstellt. Zusatzlich zu den genannten Gréf3en wurde die Einheit der Temperatur,
der Lichtstdrke und Stoffmenge definiert. Alle anderen, in der Praxis verwendeten Einheiten
lassen sich von diesen Grofen des SI-Einheitensystems ableiten.

BasisgrofRe und Formelzeichen Basiseinheit Kurzzeichen
Lange [ Meter m
Masse m Kilogramm kg
Zeit t Sekunde s
Elektrische Stromstarke I Ampere A
Thermodynamische Temperatur T' Kelvin K
Lichtstarke I, Candela cd
Stoffmenge n Mol mol

Tabelle 1.1: BasisgrofRen, Basiseinheiten und deren Kurzzeichen

Die Kennzeichnung der physikalischen Grofe mit einem Symbol, einem kursiv geschrie-
benen Buchstaben, ist Thnen als Formelzeichen bekannt. Fiir die elektrische Spannung ist
U das Formelzeichen, die Einheit ist Volt oder abgekiirzt V. Die Einheit »Volt« leitet sich
vom Erfinder der Volta-Sdule — der ersten Batterie — ab, die Alessandro Volta (1745-1827)
im Jahre 1800, auf die Versuche von Luigi Galvani (1737-1798) und dessen Experimenten
zur »tierischen Elektrizitdt« aufbauend, konstruierte.

Eine aus der Mechanik abgeleitete Grof3e ist die Geschwindigkeit v, die Sie aus der Phy-
sik als Verhdltnis von zuriickgelegter Wegstrecke — mit dem Formelzeichen s — zur dafiir
bendtigten Zeit — mit dem Formelzeichen 7 — kennen, sodass wir schreiben:

N
U= -
t
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Dies ist die GréBengleichung, die Sie auch unter dem Begriff Formel kennen. Eine solche
Groflengleichung besitzt eine zugehorige Einheitengleichung, in der das Formelzeichen kur-
siv und in eckigen Klammern und die Einheit auf der anderen Seite steht. Fiir die Strecke s
ist das die Einheit [s] = m fiir Meter, fiir die Zeit 7 ist es die Einheit [¢] = s fiir Sekunden. Die
Einheitengleichung zur Geschwindigkeit lautet damit:

[v] = =
S

Die Formel fiir die Geschwindigkeit zeigt Ihnen, dass fiir deren Berechnung die Messung des
Weges s und der Zeit ¢ ausreicht. Die Geschwindigkeit ist im SI-Einheitensystem deshalb
keine Basisgrofie, sondern eine hiervon abgeleitete Grof3e.

Sicher ist Thnen aufgefallen, dass in diesem Beispiel der Buchstabe s als For-

Yy Mmelzeichen fiir die Strecke und als Einheit (s) fiir die Sekunde verwendet wird.

6 Deshalb ist es ratsam, Formelzeichen kursiv (V') und Einheiten aufrecht (V)

darzustellen. Dies dient der Vermeidung von Verwechslungen und der besseren
Lesbarkeit.

Damit wir bei Maflangaben nicht mit sehr grofen oder kleinen Zahlen arbeiten miissen, be-
nutzen wir Einheitenvorsdtze, wie Kilo. Statt 40.000.000 m schreiben wir 40.000 km. Eine in
der Elektrotechnik gebrauchliche Schreibweise ist die mit Zehnerpotenzen. Statt 40.000.000
m schreiben wir 4 - 10’ m. Die wissenschaftliche Schreibweise mit Zehnerpotenzen wird
immer dann eingesetzt, wenn keine Vorsdtze méglich sind. Die fiir uns gebrauchlichsten
Vorsdtze sind in Tabelle 1.2 zusammengefasst.

Vorsatz Vorsatzzeichen Dezimalfaktor
Giga G Milliardenfache 10°
Mega M Millionenfache 10°
Kilo K Tausendfache 103
Milli m Tausendstel 10-3
Mikro n Millionstel 10-°
Nano n Milliardstel 10-°
Piko p Billionstel 10-'2

Tabelle 1.2: Vorsatze, Vorsatzzeichen und Dezimalfaktoren

Hier einige Beispiele fiir typische Grofenangaben in der Elektrotechnik:
v/ Widerstinde: ko (Kiloohm) / MQ (Megaohm)
v/ Kondensatoren: nF (Nanofarad) / uF (Mikrofarad)
¢/ Spulen: mT (Millitesla)
(74 Spannung: mV (Millivolt) / kV (Kilovolt)

v/ Leistung: kW (Kilowatt) / MW (Megawatt) / GW (Gigawatt)
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In Tabelle 1.3 sind die fiir die Elektrotechnik aus SI-Einheiten abgeleiteten Grofen darge-
stellt.

GroBe und Formelzeichen Name der Einheit Kurzzeichen
Kraft F Newton N
Arbeit W Joule J
Leistung P Watt W
Elektrische Spannung U Volt \Y
Elektrischer Widerstand R Ohm Q
Ladungsmenge O Coulomb C
Elektrische Kapazitat C Farad F
Elektrische Feldstarke E Volt pro Meter V/m
Magnetischer Fluss @ Weber Wb
Magnetische Flussdichte B Tesla T
Magnetische Induktivitat L Henry H
Magnetische Feldstarke H Ampere pro Meter A/m

Tabelle 1.3: Abgeleitete gesetzliche Grof3en und ihre Einheiten

Nachdem wir die physikalischen Groffen und deren Einheiten kennen, wenden wir uns Ska-
laren und Vektoren und deren Rechenregeln zu.

Skalare und Vektoren zur Darstellung
von Feldern

Als weitere Unterscheidung werden physikalische Gréf3en in Skalare und Vektoren eingeteilt.

Ein Skalar ist eine GroRe, die nur einen Betrag oder einen Wert besitzt. So ist der
Druck P eine skalare Grof3e mit einem bestimmten Wert; auch die Zeit ¢ ist eine
skalare Grof3e, weil diese nur einen Wert, aber keine Richtung besitzt. Ein Vektor
ist eine Grofe, die einen Betrag und eine Richtung besitzt. So ist die Geschwin-
digkeit v ein Vektor, weil Sie deren Betrag stets mit einer Richtung angeben.
Beispielsweise fahren Sie mit der Geschwindigkeit von 100 km/h in Richtung
Miinchen.

Eine skalare Grofle wird mit kursivem Buchstaben gekennzeichnet, wie P fiir den Druck.
Eine vektorielle Groe wird in diesem Buch stets mit einem Pfeil iiber dem Buchstaben E
gekennzeichnet.

Der Vektor der Feldstirke E , in Abbildung 1.2 als dicker Strich mit Pfeilspitze gezeichnet,
ist durch seinen Betrag, also die Lange des Pfeils, und seinen Richtungssinn charakterisiert.
Um den Richtungssinn des Vektors darzustellen, geben Sie zuerst an, wie weit der Vektor in
die x-Richtung mit E,, anschlieBend in die y-Richtung mit E, und in z-Richtung mit E,
verlauft — gekennzeichnet durch die gestrichelten Linien —, um vom Anfang des Vektors bis
zu dessen Spitze zu gelangen.
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Abbildung 1.2: Vektor im kartesischen
Koordinatensystem

Eine komponentenweise Darstellung eines Vektors fiir das elektrische Feld lautet:

N X
E=|E,

z

o

In dieser Darstellung ist das elektrische Feld E durch seine kartesischen Koordinaten E, in
x-Richtung, E, in y-Richtung und E, in z-Richtung gegeben.

Vergegenwartigen Sie sich dies am Richtungssinn der Geschwindigkeit 7 mit:
3
v=18
2

Um diesen Geschwindigkeitsvektor & zu zeichnen, miissen Sie vom Ausgangspunkt des Vek-
tors drei Einheiten in x-Richtung laufen, anschliefend acht Einheiten in y-Richtung und
letztlich zwei Einheiten in z-Richtung. Verbinden Sie den Ausgangspunkt mit dem Endpunkt
und zeichnen Sie an dessen Ende einen Pfeil, und schon haben Sie einen Vektor dreidimen-
sional gezeichnet.

Die Lange eines Vektors wird als Betrag bezeichnet. Diesen kennzeichnen Sie
durch zwei senkrechte Striche und schreiben |E |. Haufig wird dafiir vereinfacht
nur E geschrieben, Sie kdnnen also fiir die Darstellung des Betrags den Pfeil
iiber dem Formelzeichen weglassen. Wollen Sie den Betrag des Vektors E aus
seinen Komponenten bestimmen, so gilt die Beziehung

E

N X
|E|=||E,||=+/E*+E*+E*=E
y X y z
EZ
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Wenn Sie den Betrag fiir unser Beispiel des Geschwindigkeitsvektors bestimmen wollen,
berechnen Sie

-

o] =

=1V32+82+22=877

D 00 W

Aus zwei mach eins: Vektoren addieren

Die Addition von Vektoren konnen Sie rechnerisch und grafisch durchfiihren. Die Berechnung
fithren Sie durch, indem Sie die einzelnen Komponenten der Vektoren addieren:

N Eges,x N N El,x + EZ,x
Eges = Eges,y =E +E,= El,y + E2,y
ges,z El,z + E2,z

Mochten Sie die Summe der beiden Vektoren des elektrischen Feldes

1 1
Elzlxund Ez— —ZX
o™ o™

bestimmen, so gilt mit der Formel fiir die Addition von Vektoren:

1 1 1+1 2
Eges=E1+E2=1X+ —2X= 1-2 X=—1X
o)™ | o)™ lo+o)™ | o™

Méchten Sie die Uberlagerung zweier elektrischer Felder E , und Ez bestimmen, kénnen Sie
dies grafisch durchfiihren.

Ein von der Ladung Q, verursachtes E-Feld und dessen Wirkung auf den Raumpunkt P wird
durch den Vektor El in Abbildung 1.3 dargestellt. Ebenso das von der Ladung Q, verursachte
Feld durch den Vektor l_fz. Die Wirkung beider Felder auf den Raumpunkt P wird durch den
Vektor E angezeigt, der sich aus der Addition der beiden Vektoren E , und E2 ergibt zu:

E=E +F
Um in Abbildung 1.3 den resultierenden Summenvektor E grafisch zu bestimmen, wird der
Vektor El parallel vom Punkt P aus entlang des Vektors Ez verschoben, bis er mit seinem
Anfang an der Spitze von Vektor Ez angelangt ist. Dort wird Vektor E | durch eine gestrichel-
te Linie eingezeichnet. Der Vektor E , wird also durch Parallelverschiebung an die Spitze von
Vektor Ez ibertragen. Um den Summenvektor E zu erhalten, laufen Sie vom Anfangspunkt
von Vektor Ez zu dessen Spitze und dann vom Anfangspunkt des verschobenen Vektors El
Zu dessen Spitze. Verblnden Sie den Anfangspunkt von Vektor E2 mit dem Endpunkt des
verschobenen Vektors El, ist die Verbindungslinie der Summenvektor E. Zur Bestimmung

der Lange eines Vektors zeigt Thnen die rechte Darstellung in Abbildung 1.3, wie die beiden
x-y-Komponenten des Vektors E;, namlich E, , und E, ., den durch sie dargestellten Vektor
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Abbildung 1.3: Addition und Lange von Vektoren

ergeben. Um den Vektor E | zu zeichnen, wird zundchst seine x-Komponente E, , in Rich-
tung der x-Achse eingezeichnet, und an dessen Spitze wird anschliefend die y-Komponente
E, , in Richtung der y-Achse angefiigt. Verbinden Sie den Anfangspunkt der x-Komponente
mit dem Endpunkt der y-Komponente, erhalten Sie den zugehdrigen Vektor und dessen
raumlichen Verlauf. Fiir die beiden Komponenten gilt damit

E ,=|E-cosg

El,y = |E1| : Sin(p

Das Skalarprodukt verbindet Vektoren

Mbchten Sie zwei Vektoren E , und Ez, wie in Abbildung 1.4 gezeigt, multiplizieren, konnen
Sie dies iiber die Berechnung des Skalarprodukts tun.

Abbildung 1.4: Skalarprodukt
zweier Vektoren

Das Skalarprodukt zweier Vektoren E"l und Ez ist definiert als
N N El,x EZ,X

S=E -E,=|E | |Ey|=E Ex+E, E +E, E,
El,z E2,z
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Das Skalarprodukt wird also berechnet, indem man die einzelnen Vektorkompo-
nenten miteinander multipliziert und dann aufsummiert. Das Ergebnis ist eine
Zahl, also ein Skalar. Sie konnen das Skalarprodukt auch iiber

S=E, -E,=|E|-|E|-cosg

ermitteln. Darin ist ¢ der Winkel zwischen den beiden Vektoren El und Ez, wie
in Abbildung 1.4 ersichtlich.

Das Vektorprodukt mit dem Kreuz

Das Vektorprodukt heif3t so, weil das Ergebnis dieses Produkts zweier Vektoren wiederum
einen Vektor ergibt, wie in Abbildung 1.5 dargestellt. Das Vektorprodukt wird auch als Kreuz-
produkt bezeichnet, und statt des normalen Multiplikationszeichens > - « wird dafiir ein
Kkleines Kreuz » x « verwendet.

—

—
E, Tttt
t{’
t{’
@
J— "
El

Abbildung 1.5: Vektor- oder Kreuzprodukt
zweier Vektoren

Das Vektorprodukt zweier Vektoren E , und Ez ergibt einen Vektor, dessen Betrag
der Fldche entspricht, die von den beiden Vektoren E , und Ez aufgespannt wird.
Seine Richtung steht senkrecht auf dieser Fldche, also senkrecht auf den Vekto-
ren E , und Ez, wie es Abbildung 1.5 zeigt. Mathematisch ist das Vektorprodukt
definiert als

N N N El,x EZ,X El,y : E2,z - El,z : E2,y
E=E XE,=|E |X|Ey|=|E, Exx—ExEy,
El,z E2,z El,x : E2,y - El,y : EZ,X

Die Aussage, dass der Vektor E senkrecht auf der Ebene der Vektoren El und
Ez steht, konnen Sie mithilfe der »»Rechte-Hand-Regel<« selbst iiberpriifen: Sie
spreizen den Daumen, Zeige- und Mittelfinger Ihrer rechten Hand so, dass zwi-
schen den Fingern drei rechte Winkel entstehen. Drehen Sie anschlieend dieses
»Dreibein« so, dass der Vektor E , in Richtung des Daumens und der Vektor Ez
in Richtung des Zeigefingers verlauft, dann zeigt der gesuchte Vektor E in Rich-
tung Ihres Mittelfingers. Er steht also senkrecht auf der von den Vektoren El und
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Ez aufgespannten Ebene. Sie konnen das Vektorprodukt auch iiber die gebrauch-
lichere Gleichung

E=E xE, =|E|-|E| sing

ermitteln, dabei ist ¢ wiederum der Winkel zwischen den beiden Vektoren El
und E,.

Dreiecke und ihre Winkel

In der Elektrotechnik gibt es Anwendungen, bei denen Strecken, deren Langen und Winkel
zueinander in Beziehung stehen, berechnet werden miissen. Dreiecke spielen bei der Losung
solcher Aufgabenstellung eine wichtige Rolle. Abbildung 1.6 zeigt ein einfaches Dreieck mit
den Seitenldngen a, b und c sowie die — den einzelnen Seiten gegeniiberliegenden — Winkel
a, fundy.

Abbildung 1.6: Einfaches Dreieck

Die Winkelsumme in einem Dreieck ist 180°. Fiir jedes beliebige Dreieck gilt also
a+pf+y=180°

Kennen Sie zwei Winkel des Dreiecks, konnen Sie damit den dritten berechnen.

Gegenkathete

Ankathete

Abbildung 1.7: Rechtwinkliges Dreieck

Bei der Beschreibung der Winkel zwischen zwei Vektoren miissen Sie hdufig rechtwinklige
Dreiecke einsetzen, wie es Abbildung 1.7 darstellt. Neben dem rechten Winkel von 90° besitzt
dieses Dreieck zwei weitere Winkel, die mit den Abkiirzungen « und f gekennzeichnet sind.
Nehmen Sie den Winkel « als Ausgangspunkt, gelten folgende GesetzmaRigkeiten:

v/ Die Gegenkathete a ist die Seite, die gegeniiber dem Winkel a liegt.

v/ Die Ankathete b ist die Seite, die an den Winkel a angrenzt.



44 TEIL| GréRen der Elektrotechnik und ihre Zusammenhénge

v/ Die Hypotenuse c ist die lange Seite, die gegeniiber dem rechten Winkel liegt.

Fiir das rechtwinklige Dreieck gelten folgende trigonometrische Funktionen:

) Gegenkathete g Ankathete b
sin(@q) = —— == cos(@) = ——— = =
Hypotenuse c Hypotenuse ¢

tan(a) Gegenkathete ¢
an(@q) = —— = —
Ankathete b

Ohne Schwingungen geht es nicht

Die wichtigsten trigonometrischen Funktionen, besonders fiir die Wechselstromtechnik in
Teil VI dieses Buches, sind die Sinus- und die Kosinusfunktion. Beide beschreiben wieder-
kehrende Ereignisse wie den zeitlichen Verlauf eines Wechselstroms, der seine Richtung
(Polung) in regelmadgiger Wiederholung dndert. Die allgemeine Form fiir eine harmonische
Schwingung ist definiert als

f(@®)=A-sin(w-t+ @)

Dabei ist A die Amplitude der Funktion f(t), die angibt, wie grof} die Auslenkung der Schwin-
gung ist. w ist die Kreisfrequenz, die in Winkeleinheiten pro Sekunde angibt, wie schnell sich
etwas dreht oder wie schnell sich die Richtung des Wechselstroms dndert.

Verwechseln Sie bitte nicht die Kreisfrequenz @ mit der Frequenz f! Die Kreis-
frequenz w gibt die Anzahl der Umdrehungen pro Sekunde an und wird in der
Mechanik als Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. Die Frequenz f hingegen gibt die
Anzahl der Perioden, also die Schwingungen pro Sekunde, an. Fiir beide physi-
kalischen Grofen gilt der Zusammenhang

w=2-n-f

Die Verwechslungsgefahr beruht oft auf unserer Bequemlichkeit, weil der Begriff
»Frequenz« auch fiir die Kreisfrequenz benutzt wird. Dies ist formal falsch und
fiihrt zu Missverstandnissen. Also Augen auf bei der richtigen Verwendung von
Bezeichnungen!

¥ =sinx

0 0 “\/211 !

Abbildung 1.8: Sinusfunktion
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In Abbildung 1.8 ist die Sinusfunktion fiir die Wechselstromtechnik dargestellt. Neben dem
typischen Verlauf ist fiir Sie wichtig, charakteristische Werte der Sinus- oder Kosinusfunk-
tion bei verschiedenen Winkeln zu kennen. Sie konnen diese in gebrdauchlichen Tabellen
nachschlagen, aber vielleicht kdnnen Sie sich noch aus der letzten Mathematikstunde daran
erinnern? Zur Berechnung von Aufgabenstellungen der Elektrotechnik sind die folgenden
trigonometrischen Beziehungen von Nutzen:

2

. T . T .2
COS X = SIn x+§ sSin X = COS x—E sin“x +cos“x =1

2

sin’x = %(1 —C0s2x) cos“x = %(1 + cos 2x)

An Ableitung und Integration
fuhrt kein Weg vorbei

Mit Ableitungen oder Differentiationen nach der Zeit + werden Sie hdufig arbeiten. Doch
keine Angst, denn am Beispiel des Kondensators werden Sie sehen, wie Thnen die Frage
nach der zeitlichen Anderung einer GréRe — im Falle des Kondensators dessen Spannung
uc(t) — Auskunft zu wichtigen Fragestellungen geben wird. In Abbildung 1.9 ist zu erkennen,
dass die Kondensatorspannung u(¢) mit der Zeit zunimmt.

uc(t)

t

Abbildung 1.9: Differentiation und Tangente

Diese Zunahme gibt uns die Anderung der Kondensatorspannung Au. im Verhiltnis zur
Veranderung der Zeit At an. Ist die Anderung der Zeit groRer als die Anderung der Span-
nung, gilt also At > Au, wird der Verlauf der Spannung flacher. Gilt andererseits Au. > At,
wird der Verlauf der Kennlinie steiler. Sie konnen dies ausprobieren, indem Sie die beiden
GroRen gedanklich verdandern und schauen, wie sich die Steigung der Tangente am Verlauf
der Kondensatorspannung verandert.

Ein weiteres Beispiel ist die Beschleunigung a, die nichts anderes ist als die Ableitung der
Geschwindigkeit v nach der Zeit ¢, sodass wir hierfiir schreiben:

Cdo) _d
= a0

Diese Schreibweisen bedeuten alle dasselbe: Die Darstellung mit dem Punkt {iber v, also
0, kennzeichnet eine Ableitung nach der Zeit ¢, wahrend die Ableitung nach einer anderen
Variablen durch einen Strich gekennzeichnet wird, also f’. Vielleicht erinnern Sie sich aus

a(t)
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der Schule, dass die Geschwindigkeit v die zeitliche Anderung des Ortes oder der Strecke x
nach der Zeit ¢ ist, sodass auch hier gilt:

dx(1)
1) =
=g
Setzen Sie diese Gleichung in die fiir die Beschleunigung a ein, erhalten Sie:
dv(t) _ d d (dx®)\ _d d d d’>x(t) _
a) dt dt v dt < dt dt dtx( ) dr? X0 dr? 0

Auch diese unterschiedlichen Schreibweisen bedeuten dasselbe: Die Beschleunigung a ist
2

die zweite Ableitung des Ortes x nach der Zeit 7, gekennzeichnet durch ﬁx(t) oder X(7). Sie
. . d . d? .
werden mit Ableitungen erster = oder zweiter Ordnung n arbeiten.

Fiir die Elektrotechnik wichtige Ableitungen
Funktion f(x) — Ableitung f'(x)

v/ ¢ — 0(Konstanten fallen bei der Differentiation weg)

v x">n-x"!

v/ sinx — cosx

v cos x > —sinx

Wichtige Ableitungsregeln

v/ Kettenregel: f'[g(x)] = f'(g) - g'(x) oder fl_x = E s

Wenn zwei Funktionen verkettet sind, wie f(g(x)), muss die duf3ere Ableitung
d . . . AT
d_f mit der inneren Ableitung d_g multipliziert werden.

g Ix

v/ Produktregel: [f(x) - g(x)] = f'(x) - g(x) + g/ (x) - f(x)

u(l) = A1)

Abbildung 1.10: Integration und
Flachenintegral
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Eine andere wichtige mathematische Operation ist die Integration. Aufgabe der Integration
ist die Berechnung der Fldache unter einer Funktion. In Abbildung 1.10 ist der Verlauf einer
Spannung u(f) aufgezeigt. Um die Flache zwischen der Funktion f(f) = u(f) und der r-Achse
zu berechnen, benétigen Sie das Fldchenintegral, fiir das Sie formal schreiben kénnen:

b
A=J' @) - dt

Grafisch veranschaulicht ist die Integration der dargestellten Funktion nichts anderes, als
wenn Sie gleichmafige Kadstchen zwischen dem Funktionsverlauf u(¢) und der ¢-Achse ein-
zeichnen, wie es in Abbildung 1.10 mit den Kastchen A, A, A,... dargestellt ist. Deren
Flache konnen Sie durch die einfache Multiplikation von Breite und Hohe ermitteln. Sum-
mieren Sie anschlieBend die Flachen aller Kastchen auf, erhalten Sie anndhernd die Flache
zwischen der Funktion und der 7-Achse, abhdngig von der genauen Einzeichnung der Kast-
chen. Wenn Sie die Breite der Kdstchen sehr klein machen, also sehr viele schmale Kdstchen
einfiigen, wird die Flachenberechnung genauer, da Sie dann den Funktionsverlauf exakter
anndhern konnen.

Voll integriert — das Wichtigste zur Integration

o Stammfunktion: F(x) ist Stammfunktion von f(x), wenn F’(x) = f(x)ist.

+ Unbestimmtes Integral: [ f(x) - dx = F(x) + ¢

Hier werden keine Integrationsgrenzen angegeben; die Integrationskonstante
¢ muss liber Randbedingungen bestimmt werden. Wie dies geschieht, sehen Sie
in Kapitel 13 beim Kondensator und dessen Auf- beziehungsweise Entladever-
halten.

+ Bestimmtes Integral: j: f(x) - dx = F(b) — F(a)

Das bestimmte Integral ergibt sich aus der zugehorigen Stammfunktion, die
an der Stelle am Ende der Integration F'(b) und an der Stelle des Beginns der
Integration F'(a) ausgewertet und deren Ergebnisse voneinander abgezogen
werden.

o Tabelle 1.4 enthélt niitzliche Funktionen und ihre Stammfunktionen.

Funktion f(x) Stammfunktion F(x)
c Cc-X
xn+1
xn
n+1
1
- In|x|
X
. 1
sin ax —— -cosax +c¢
a
[
COS ax — -smax +c¢

a

Tabelle 1.4: Wichtige unbestimmte Integrale
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